WMINISTERIO DE MINAS Y ERERGIA

ANALISIS DE SISTEMAS

1995




- \0
XXV CURSO LATINOAMERICANO DE

ECONOMIA Y PLANIFICACION ENERGETICA

ANALISIS DE SISTEMAS

Ing. Herminio Sbarra

Este documento ha sido parcialmente financiado con el aporte de la
Unién Europea.

San Carlos de Bariloche
- 1995 -

Idee - . | FB

Instituto de Economia Energética ' Asociado a Fundacién Bariloche

N




INDICE

PROLOGO
INTROBUCCION

I HODELDS Y SIMULACION

1.1, GSistemas estdticos y'dinémicos
1.2, Hodelos por ecuaciones diferenciales y por diferencias finitas
[.3. Espacio de estados

I1 MODELDS Y TECNICAS DE OPTIMIZACION ESTATICA. PROBLEKAS DE ASIGNACION DE RECURSOS

IT1.1. Programacidn cldsica, sin restricciones

I1.Z. Programacién no lineai con restricciones de igualdad, Funcién objetivo
I1.2.1. Hétedo de los multiplicadores de Lagrange

. 11.2.2. Aplicacién al despacho econdmice de cargas

I1.2.3. Interpretacidn matesdtica y ecordmica

[I.3. Prograsacidn no lineal com restricciones de desigualdad
11.3.1. Las condiciones de Kuhn-Tucker

1i.4. Programacidn iineal
I1.4.1. Definiciones fundamentales. Convexidad
I1.4.2. Pianteo del prebiema de P.L. Algoritmo de soiucién
11.4.3. Bualidad. Interpretacidn de las variables duales
i1.4.4, Aplicaciones :

111 CONTROL Y OPTIHIZACION DE SISTEMAS DINAMICOS.

Iil.1. Sistemas dindmicos. Control
111.2. Optimalidad
[11.2.1. Progracacién dindmica
111.2.1.1, Aplicaciones a un despache econdaico hidrotéreice
[11.2.Z, Principic del Hdximo de Fontryagin
I11.2.2.1. Ejercicios y aplicaciones

v TEORIA Y TECNICAS DE DECISION

IV.1. Andlisis de decision uniphjetive

IV.Z. Reglas de decisién. Teoria de la utilidad
I¥.3. Decisitn multiobjetivo |

V.4, Optimizacidn vectorial. Optimo Paretiano.

(2
P 1§

i
2

3t

3

33
37
42
44
45
48
39
a2

.l

58

77

-

79
80
83

94
97

109

119
13
120

123




Vi ANALISIS CUALITATIVD DE SISTEMAS NO LINEALES

ANEXG 3

ANELC 4

\ar

Singularidades: puntos criticos y ciclos limites. Estabilidad

V.2, Estabilidad segin Liapunov

{aj

{b)

{a)

(b)

{a}

{b}

{c}

{a)

(hi

(cl

BIBLIOGRAFIA

Prograsacidn no lineal. Condiciones de existencia del Gptimo

Condiciones de Kuhn y Tucker

Sistepas de ecuaciones diferenciales lineales

Sistemas en diferencias fipitas
Programacidn dindaica

El principio del Mdximo para diversas :undiéiunes
Interpretacidn de las variables de coestado

Hétodo de Lagrange, programacidn. dindaica y el principic del mdxian
Teoria de la dualidad

Teoria de singularidades
Bifurcaciones. Atractores y caoes
Tearia de catdstrofes

Aplicaciones en Spripiogia, Pelitica y Economia

136

136
147

R.1.1

A.1.2

A.2.1

27

A3

A.4.1

A.4.2

f.d.3.

A.3.1

A.6.1

A.b.l

A.b.4

A.b.8

=3
-
—



FROGRAMACTION DINAMICA

METODO EELLMAN
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X : volumen embalsado en la etapa k en hm

Jp, ¢ llegada de .étgué en cada etapa

Xk > Xk
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Xk

— uk : agua turbinada en la central hidroeléctrica en toda la
etapa k. :

Se quiere minimizar el consumo de combustible de w afo de
operacion, respetando las restricciones.

Datos: consumo de la central térmica (como maquina unica)
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Calcular la econdmia en todo el periodo.
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FOR METODO DE LAGRANGE

Costo de Xj en M 1x10% Kol = 10 délares

E(x1) = (0:006 X312 + 2 Xg) 105 Kel/hora —]

100> X1 > 10 M4

[

rv/

SR

Gexz) = (0,010 X2 +1,5 Xo + 120) 105 Kcl/hora

D

120 > %o > 15 M4

Gexz) = (05009 X32 + 1,65 X3) 105 Kcl/hora

115 > X3 > 20 My

Pérdidas en la red:

PL= g,1 Xl. + 0,15 XZ'
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S demanda D divante un afo.

1) Calcular el costo total del despacho econdmico segdn la
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3) Calcular para 1) el ingreso total tomando como valor del mexrcado
el precio marginal y comparar con el resultado anterior.
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PROLOGO

Esta guia del cursille "Andlisis de Sistemas”, tiene por objeto
encuadrar los temas tocados en el mismo,. sin profundizarlos desde
un . punto de vista matemadtico, pero desarrollando ejercicios de
aplicacidn directa a la economia y planificacidn energética.

Cada capitulo, requiriria un desarrollo mas detallado, tanto por
la dificultad como por el interés que presentan los distintos
topicos. Resultando ello imposible en nuestro caso, se ha optado
por agregar en anexos algunos complementos tedricos y una guia
bibliografica, que es la que nos ha servido de base en estos
apuntes.

Hemos tratado de poner un cierto orden conceptual y una unidad de
desarrollo, en esta disciplina, 1llamada con mas propiedad
Ingenieria de Sistemas, basandonos en los avances producidos en
los ultimos quince afos. Confluyen en la misma, la Investigacidn
Operativa, 1la teoria de 1los servomecanismos, la cibernética, 1la
teoria del Control y la teoria general de sistemas. En campos tan
diversos como la Fisica, la Economia, la Biologia, la Sociologia

y 1la Politica, aparece una identidad de las estructuras
l6gico—matematicas de 1los distintos sistemas que tratan estas
ciencias, lo que permite el uso de similares algoritmos, asi como

la utilizacidémn de los conccimientos tedricos y la experiencia de
una en otras. :

Nos parece interesante sefalar, gque la introduccidn del concepto
de espacios de estado asi como algunas nociones de espacios
funcionales, ha permitido importantes avances en la ingenieria de
sistemas. ' No debemos olvidar sin embargo, que el reduccionismo
matematico por si solo, opera sobre modelos, sobre sus
estructuras, pero no sobre 1los contenidos conceptuales de los
sistemas reales, aunque, pese a ello, ayuda a clarificar nuestros
enfoques y a guiar nuestra intuicidn.




INTRODUCCION

Desde hace mucho tiempo, el concepto de sistema es fundamental en
diversas disciplinas, tal el caso del sistema nervioso y el
endocrino en biologia o el sistema de la economia nacional en
economia. Conceptualizado un sistema, establecidas sus
interrelaciones con otros y analizada su estructura, se establece
un modelo para el estudio de su comportamiento o para mejorar su

operacion o disefio.. En los primeros tiempos, los modelos eran .

analdgicos, o sea se realizaba una construccién de un sistema
fisico que representaba al sistema en estudio, pues estaba regido
por la misma estructura y leyes matematicas. Tal el caso de
estudiar una compleja red eléctrica representdndola por un modelo
hidraulico.

El avance de las técnicas digitales, rescatadas por 1la aparicidn
de las computadoras, promovid el uso de modelos matematicos, que
son los que casi con exclusividad se utilizan hoy en dia.

Formalmente, el estudio de sistemas, comenzd en la Segunda OBuerra
Mundial con la Investigacidn Operativa, la teoria de juegos y la
cibernetica, dada su importante aplicacidn a problemas beélicos.

La Investigacidon Operativa, es una interdisciplina cientifica,

que estudia 1la aplicacion de metodns matematicos gque sirvan de.
base y apoyo a la toma de decisiopes por 1lps niveles ejecutivos,

obteniendo resultados cuantificables, en 1o posible dptimos.

La Teoria de Juegos, trata de aportar una teoria matematica
aplicable & las situaciones de conflicto. Su desarrollo se debe a

Von Newman [153¥%, quien establecié¢ una serie de hipdtesis acerca
de la racionalidad de 1los oponentes, Yy basado en 1las mismas
desarrolld modelos probabilisticos ‘que permiten obtener 1a

estrategia o modo de accidn dptima para cada jugador.

La Qibernética es la disciplina que analiza bajo un, aspecto
funcional, 1los procesos e direccitn, control y optimizacion de

los _sistemas dindmicos compleias, en_ los cuales
juega un papel esencial.
I 1Eeg:

La frase aristoteélica con su nocittn holistica "el todo es mads qu
la suma de sus partes” es una.definicién del problema basico de
los sistemas. Las propiedades y naturaleza de los procesos en los
niveles superiores, no son explicables por la 'suma de las

propiedades y naturaleza de los procesos de sus componentes, si
éstos se toman aisladamente.

Los problemas planteados por los Sistemas, son muy antiguos, pero
no salian del campo del 1la filosofia porque faltaban técnicas
matemdticas adecuadas y porque esos.problemas requerian una nueva
epistemologia.

e e e i . S S S o o e S e e

$ [ ] Indica 1a referencia bibliogréfica.
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Los nuevos desarrollos llevaron a nuevas "matemdticas
gestélticas”, en las que es fundamental, no 1la nocion de
cantidad, sino la de relacidn, o sea, la de forma y orden.
)

Estos conceptos pertenecen a 1la Teoria General de Sistemas,
desarrollada inicialmente por L. von Bertalanffy (14), aunque en
nuestro caso, de aplicaciones mds restringidas, nos referiremos a
sistemas mas particulares.

Definiremos un Sistema coma un conjunto de elementos, objetos o
entes vinculades entre si y con el medio ambiente, mediante
enlaces que constituyen fuerzas, flujos de energia, materia o
informacidn.

Los sistemas, en cuanto a su dependencia del tiempo se pueden
clasificar en estaticos y dinamicos. En 1los primeros, su
compaortamiento es fijo y en 1los dindmices evoluciona con o es
funcion del tiempo.

Un vehiculo que se desplaza, el sistema de calefaccidn de un
edificio, una estructura econémica, la operacién de un embalse,
constituyen ejemplos de sistemas dindmicos.

Muchos sistemas dinamicos, con los que nos encontramos
cotidianamente, pueden ser analizadas intuitivamente, como en -el

sistema hombre-automévil o en la planificacion de un dia de

trabajo. En general, para el andlisis de un sistema complejo, se
requiere de  una representaciédn matemdtica que aporte la necesaria
economia de lenguaje y el correspondiente marco conceptual.

Comunmente, los sistemas dinamicos son modelizados
matematicamente en términos de ecuaciones en diferencias finitas
51 las variables son discretas y varian entre periodos finitos o
por ecuaciones diferenciales si las variables son continuas y se
analiza su variacidn instantanea.

Los sistemas estaticos, se modelizan - simplemente por ecuaciones
algebraicas. ’

En el caso de sistemas con memoria (histdricos), la modelizacidn
es a traves de ecuaciones integro-diferenciales.

Llamaremos variables de estado X(t) de un sistema, el conjunto
minimo de numeros o variables que describen completamente las
caracteristicas del sistema. En el c¢aso de un sistema de
generacion hidroeléctrica, su estado queda determinado por 1la
variable ‘

"Xit) = cantidad-de aqua esbalsada en el tieapo t".

El ndmero n de variables de estado define 1la dimensién u orden
del sistema. El subespacio de EM en el cual se define el rango de
variacion de X(t), se denomina Espaciao de estada.



Por ejemplo si en el espacio g3 queda definido un vector de estado

x ()
Xt = | xglt)
x3(t)

el lugar geométrico de los sucesivos estados del sistema; se

llama trayectoria de estado y representa la evolucidn del sistema
en un determinada periodo (Ver Figura 1).

~ 1

X3 4 -  Jay
Xitg)
Xt
>
*2
i
X i
Figura 1

Se dira que un sistema dindmico queda "descripto internamente"
por un conjunto de ecuaciones diferenciales que representan los
procesos o conductas que en el "interior" del mismo hacen

corresponder a un conjunto de variables de entrada {(inputs), un
cenjunto de variables de salida (outputs), reflejanda la dinamica
del sistema. -

Fylxgyxyeaeyipt)

dx,(t)

dt

frlx1y%2500ny¥pst)

Este si$tema évoluciona, sin que se ejerza sore €l ningun tipo de
control.

e ——
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La "descripcioétn interna" es esencialmente estructrual; procura
describir la conducta de 1los sistemas en términos de las

variables de estado y de su interdependencia.

Hay también una “descripcien externa”, funcional, en que la
conducta del sistema se describe en .términos de su interaccién
con el medio ambiente. En este caso, el sistema es modelizado por
una 'caja negra" y su descripcion se da en términos de las
variables de entrada vy de salida y de funciones de transferencia
que las relacionan. Ocurre esta descripciédn cuando desconocemos
las leyes o relaciones internas del sistema o su complejidad es
tal que impide una formulacidn matemdtica, pero sin embargo es
posible aproximar una relacidn entre las variables de entrada Yy
salida. (Figura 2).

L ===) xyite At) }

Variables szlt) -==) Laja -==) Kpltt Ab) Variables
de . . de
entrada . Kegra . salida
nith = | --=) x(t+At)

upt] u(t)

variables de control
Fiqura 2

Este es el caso, por ejemplo, para el conductor de un automdvil,
las variables xjt{t) serdn la velocidad del vehiculo y su
direccidn y las variables de control, el ingreso de gasolina par
operacion del acelerador y el giro del volante. El sistema es
fisicamente complicade si queremos analizar la mezcla de
gasolina/aire, su explosidn en los cilindros, transmisién, etc.,
por lo gque por un método de aprendizaje del tipo prueba-error,
logramos asumir e internalizar en forma automdtica las funciones
de transferencia de entrada—-salida.

"Por 1ultimo aclaramos que no estudiaremos en particular los

modelos de 1los que se ocupa la econometria. Estos modelos, que se
construyen con propdésitos de predicciodn o andlisis de politicas,
son generalmente modelos de series temporales y modelos de
regresion uni y multiecuacionales. Los, modelos de series
temporales suelen adoptarse en aquellos casos en que se sabe muy
poco 0 nada acerca de las wvariables que influyen sobre 1la
variable en estudio y cuando se dispone de un gran numero de
observaciones. Tal seria el caso de las series hidroldgicas,
aungque en este caso la incertidumbre escencial del sistema nos
lleva a operar con modelos probabilisticos.

En los modelos uni vy multiecuacionales, la variable objeto de
estudio se explica mediante una unica funcién (lineal o no



lineal) de una o varias variables explicativas.

Estos modelos se utilizan a menudo para predecir los cambios de.
los tipos de interés a coarto y largo plazo vy también de muchas
otras variables econémicas y empresariales.

Algunos sistemas, llamados automaticos o sistemas homeostaticos,
autorregulan su comportamiento sin necesidad de controlarlos. Es
el caso de la temperatura de una cdmara frigarifica donde se
ordena el estado deseado de temperatura posicionande un regulador
o mas notable aun los mecanismos que en los seres Vivos mantienen
la temperatura del cuerpao, la concentracion de electrolitos y de
hormaonas en valores prefijados, independientemente de las
condiciones del medio externo. .

Qtros sistemas madifican su comportamiento mediante la accidn de
variables de control, comandadas externamente, por ejemploc un
cohete guiado por variables que controlan el consumo de
combustible (empuje) y su direccidén en el espacio.

Finalmente, los sistemas de control dptimo son aquellos en los
que se fija un funcional aobjetivo que se quiere optimizar.

En el caso citado de un cohete, el objetivo puede ser llegar al
puntao deseado con un coasumo minimo de combustible @ en el menor

tiempo posible.




I MODELOS Y SIMULACION

La simulacidn es una técnica mediante la cual se pretende
reproducir en forma acelerada 1la evolucidén de un sistema ante

diferentes condiciones exdgenas.

Los modelos utilizados para este fin pueden clasificarse en dos
grandes grupo: los modelos fisicos o analdgicos y los modelos
légico-matematicos o digitales.

Un digque se puede representar mediante un modelo a escala o bien
podemos establecer un conjunto de ecuaciones que expliquen parte
del funcionamiento, un subsistema del sistema real.

Un sistema de vuelo (avidn-piloto en determinadas condiciones
exteriores) se representa mediante paneles mimicos Yy una
computadora que simulen condiciones normales y anormales para
entrenamiento de pilotos. : '

Un sistema eléctrico de potencia puede ser representado por un
conjunto de ecuaciones que surgen de aplicar las leyes de
Kirchoff, a los fines de simular 1los flujos de energia ante
determinadas condiciones de generacién.

En general 1los que mejor satisfacen el objetivo de reproducir el
accionar del sistema en forma acelerada son los modelos digitales.

Los modelos de simulacién pueden tener por objeto ver cémo
reacciona un determinado sistema ante ciertas condiciones
externas o incluir variables de decisiédn que pueden modificar su
evolucion natural. En este ultimo caso diremos que se .trata de
modelos de simulacidn decisionales.

Si el modelo requiere que en cada etapa o periodo de tiempo se le
indiquen las decisiones o- politicas a considerar diremos que
estas son exbdbgenas al modelo. Si, por el contrario, dentro del
modelo estan establecidos criterios que permiten ir definiendo
internamente 1las decisiones a adoptar diremos que el modelo
incluye el proceso de decisidn. ’

Adicionalmente pueden incluirse criterios que permitan establecer
la "bondad" de cada una de las evoluciones simuladas del sistema
en funcidn de las politicas aplicadas.

La teécnica de simulaciéon sdlo nos permite saber cual es la mejor
entre un numero finito de politicas ensayadas, pero no nos dice
nada acerca de otras no simuladas. Esto es 1o que la distingue de
las teécnicas de optimizacién.

Tanto 1los sistemas como ,los - modelos de simulacién que los
representan pueden ser deterministicos o aleatorios.

Para la simulacidn de un fendmeno se presentan las alternativas
resumidas en el Siguiente cuadro:




Deterministico { Por un modelo deterministico (1)
Simulacién Por un madelo aleatario (2)
de un :
fendueno Aleatorio - { Por un modelo detersinistico (3) :
Por un apdelo aleatorio 1)
Pueden citarse 1los siguientes ejemplos de cada una de las

alternativas planteadas.

(1) Simulacidn de una obra o proyecto mediante pragramacidn
por camino critico (CPM).

(2) Determinacidn del area de una figura irregular aplicando
el método de Montecarlo. : '

(3) Modelos deterministicos de gestidn de stocks, reemplazo de
equipos por falla, etc.

(4). Modelos aleatorios de gesticdn de stocks, sistemas
telefdnicos, sistemas de trafico o redes, procesos de
Markov, etc.

Algunos autores prefieren reservar el término simulacidn para los
modelos aleatorios . (simulacidén estadistica), mientras que
denominan exper;mentac1én numérica a la simulacidn de un fendmeno
mediante un modelo deterministico.

El problema de la simulacion estadistica puede aclararse a través

-de un ejemplo: el modelo desarrollado en Electricité de France

para analizar la seguridad del abastecimiento de energia
eléctrica considerando la red de transporte.

Se considerard una falla del sistema  toda vez que no sea posible
satisfacer la demanda. La magnitud de la falla sera, entonces, la
diferencia entre la energia demandada Yy la ofertada.

En el modelo se consideran tres smtuaclones posibles en las que
puede produc1rse una falla:

—- nivel muy alto de demanda

~ indisponibilidad de algun equipamiento térmico

- baja hidraulicidad (es decir reducciodn de la generacidn de
las centrales hidroeléctricas debida , a un bajo aporte  de
agual. )

Estas precisamente constituyen 1los tres tipos de variables_
aleatorias a considerar, sobre las cuales deberd conocerse las
leyes de probabilidad a partir de infaormacion histérica sobre sus
comportamientos, f



El modelo consiste en simular un estado posible del sistema
(nivel de demanda, equipos disponibles, cantidad de agua en las
centrales hidroeléctricas) considerando las respectivas leyes de
distribucién de cada variable aleatoria y resolver el abastecimien
to de forma tal que la magnitud de la falla sea minima, mediante
el empleo de programacién lineal. ‘

De esta forma a cada estado del sistema se le asocia la falla
correspondiente. -

Repitiendo este proceso un gran numero de veces, puede obtenerse
la funciédn de densidad de probabilidad de falla.

En general la repeticidn del proceso se efectua automaticamente
en este tipo de modelos generando mediante tablas de numeros .al
azar los estados del sistema. Este método se conoce con el nombre
de MONTECARLO. El1 problema mds importante que presenta, desde el
punto de vista tedrico, es la determinacién del’ nuamero minimo de
estados a simular para garantizar la confiabilidad de la ley de
distribucién de fallas. Adicionalmente pueden existir algunos
problemas practicos en su uso, debidé a que si’ el andalisis de
cada estado del sistema requiere mucho tiempo, cada corrida del
modelo para la obtencion de la ley de distribucion de las
variables estudiadas puede ser extremadamente larga.

Esta situacion puede plantearse en €l caso del ejemplo anterinr}
donde la simulacién se combina con una tecnica de optimizacidn,
si el sistema es grande y se lo representa detalladamente.

I1.1. Sistemas estdticos y dinamicos

Un sistema estatico corresponde a una situacién producida en  un
corte dado del tiempo, donde las relaciones entre sus elementos
son numeros y no variables que dependan del tiempo. Es el caso de
asignacién de . recursos entre varias actividades, como repartir la
carga eléctrica entre varios generadores o planificar la
produccidn de wuna fabrica. La modelizacién de estos sistemas esta
dado por una relacion algebraica del tipo

RixgyXpyeeey¥pd = gglxg) ¢ goixg) + oo & gpixg)
donde:
gjing! ps la utilidad obtenida en 1a actividad i por asignar la cantidad de recurso x;

R(X{yeesyXy! €5 la ntilidad total obtenida.
!

Estos sistemas noc son generalmente libres pues como en el caso
ejemplificado se exige ques:




i

Xt’xz*...fltn = T

0 sea tener en cuenta que la cantidad de recursos,no puede ser
negativa y la asignacién total es un data, por ej. demanda de
energia, horas—-hambre disponibles, capacidad de carga de un
barco, etc. ” '

El control de este sistema consiste en variar las asignaciones
parciales, respetando las restricciones y el control optimo
significa por ejemplo optimizar la funcién R, buscando segun el
caso el madximo 0 el minima.

Sistemas dindmicos son aquellos en los cuales el comportamiento
del mismo evoluciona con el tiempo.

Un vehiculo que se desplaza, el sistema de calefaccitn de- un
edificio, un sistema de inventario, una estructura econdmica, la

operacion de un embalse, constituyen . ejemplos . de sistemas
dinamicos.

Muchos sistemas dinamicos con los que nos encontramos
cotidianamente pueden ser analizados intuitivamente, pero en

general, para el andlisis stema comglelo se__ requiere ﬂe

una__;gpcesentacg“___ujgmaxiea——e ue orte la neces
economia % el marco conceptual. .

Comunmente, los sistemas dindmicos son representados
matematicamente en términos de ecuaciones en diferencias finitas
o en ecuaciones diferenciales, segun se considere que las

variables son discretas (variaciones entre periodos) o continuas
(variaciones instantaneas).

En un .sistema hidroeléctrico, 1la ecuaciodn de continuidad, que
indica el volumen de agua en un momento dado si discretizamos el
sistema tomando intervalos de tiempo At, se expresa por una
ecuacidn en diferencias ‘

Yo = Vege #0i-0 -0 -0 -0y

donde:
Ve = voluaer en el instante t
Vi- ot = volusen en el instante t- At ‘
8; = agua que entré en At
8 = agua usada para generacitn eléctrica en At
a, = agua usada para riego en At
8y = agua evaporada en At
8y = agua desembalsada por vertedero en At

Si consideramos la variacidn instantanea del volumen con el
tiempo o sea, consideramos um sistema continuo tendremons:



dvit)
----- = £0;(8),0,(8),0,), B, (1), B4(8D)
at

-~

La representacién matematica de un sistema requiere en general,
tener en cuenta un cierto numero de variables interrelacianadas,
siendo el dlgebra vectorial una herramienta que permite
representar eficientemente esta caracteristica.

En- resumen, la representacidn matematica de sistemas dinamicos de
variables multiples requiere .el emplec conjunto de ecuaciones
diferenciales y &lgebra vectorial.

Dada la complejidad de 1los sistemas reales, se los separa en
subsistemas, y por supuesto se hacen hipétesis simplificatorias
sobre su estructura. De este modo  es posible construir un
"modelo" légico-matematico que representa mas o menos
adecuadamente la realidad. En lenguaje matematico se dice que hay
un isomorfismo entre el sistema real y el medelo que lo
representa.

1.2 Modelos por ecuaciones &iferenciales y por diferencias finitas

Muchos sistemas dindmicos pueden ser analizados intuitivamente,
sin recurrir a 1las matematicas, pero las situaciones mas
complejas deben ser encaradas sistematicamente y las matematicas
pueden proveer en esos casos economia de lenguaje y un  marco
conceptuatl.

De un modo natural las ecuaciones diferenciales aparecen como el
modelo mas adecuado para representar los sistemas dindmicos, en
caso de considerar el tiempo t como una variable continua. Los
sistemas mas corrientes son los llamados multivariables, pues
involucran varias variables dependientes del tiempo
x3{t)...xq(t), interrelacionadas entre si. Estas xj(t) son las
"variables de estado” y su conocimiento da una indicacidn precisa
del estado del sistema para todo tiempo. t. Normalmente  1la
expresibtn matematica serd un sistema de ecuaciones diferenciales:

A

dxy .
= = xy(t)
dt

n

FlxgyxggeesyXpsth

dxy
\\ === = Xqlb) = Fpixgy X200 0¥, th

dt




con n condiciones iniciales:

xg(0) = x0¢; x9(0) = xO9; ... ;5 x,(0) = %0
Las soluciones serdn entonces las x3(t) para i=1,2,... ,n cuyo -
significado geométrico es una trayectoria con origen en las x©;.
En alqunos sistemas dindmicos, las variables no dependen del
tiempo t en forma continua, sino que los valores se consideran en
puntos de t separados por valares At

k=0 ; k=At ; k=2.At ; ... k=n.At

lo que mds corrientemente se indica como

k=0 3 k=t 3 k=2 3 ... ; k=n

la expresidn matematica del maodelo, equivalente al caso del
sistema (1), es un sistema de ecuaciones en diferencias finitas:

. J Xy (ke) = Flag (k) xgtkdyuenny gk}

(2) .
. ]g Knlktd) = o0y (kb xatkd,unnne, 2y (kD)
Con las n condiciones iniciales:
xg 0 = 4045 xol0) = «Pg; ... xpf0) = a0,
Las soluciones de (2) son las trayectorias como en ‘<1), pero no

lineas continuas sino puntos aislados.

Hay wuna intima relacion entre los sistemas (1) vy (2) y este
tltimo tiende al (1) cuanda At —> O.

En el Anexo 2 se recuerdan las nociones matemdticas generales vy
algunos ejercicios. Daremos ahora algunos ejemplos de aplicacidn
practica que ayudardn a conceptualizar las nociones tedéricas.
Ejemplo a): Crecimiento geométrico

El crecimiento de pablaciones, intereses acumulados, aumento de

biomasa, consumo energético, puede ser descripto por una ley
lineal en diferencias finitas:

x{k+!) = ax(k} al  real



x(k) es el valor de la poblacién u otra magnitud en el instante k
(recordemos que k significa k. At). Si para k=0 la poblacion
inicial es x9, como la ecuacidn caracteristica es

A= a

la solucidén general sera
x(k) = x0.ak  para k=0,1,2,...

A este esquema de crecimiento 'se 1o conoce como crecimiento
geométrico.

Ejemplo b): Crecimiento exponencial

Es la versitn del ejemplo anterior para el caso de variacidn
continua en funcién del tiempo. Se expresa por una ecuacion
diferencial:

dx(t}

“meme 2 pox(t) x(0) = x0
dt

la solucidn es

x(t) = x0,et

Figura 1.1

Ejemplo c): Crecimiento saturado

La magnitud de 1las pobfaciones en el ejemplo b) se duplica con
una tasa constante, pera en 1la practica la mayoria de las
poblaciones estan limitadas en su crecimiento por la

disponibilidad de recursos. En ese caso la ecuacién diferencial

queda modificadq de esta manera:




el g% SR (k es la capacidad de carga)

esta es la ecuacidn logistica, no lineal, cuya solucidn se grafica

"1

Figura 1.2

B

Ejemplo d): Una caharte de pablacién

Una cohorte es un conjunto de individuos nacidos simul tdneamente
Y que forman una poblacién homogénea. Este conjunto estid sometido
a cierta mortalidad y también al crecimiento de cada uno de los
individuos supervivientes. Para algunos casos muy importantes,
este modelo es mas satisfactorio que los vistos anteriormente.

Supongamos que se quiera representar la pirdmide de poblacidn de
un pais o regién agrupando los individuos por edad, en estratos
de 5 afios cada uno (cohorte).

Se considerara, para simplificar, sélo la poblacidn femenina.

La observacidn del sistema en un momento dado permite definir los
valores de las siguientes variables:

Xy = NO de personas entre 0O y S afos
X2 = NO de personas entre 5 y 10 afos
xn = NO de personas entre S(n-1) y,5n afos

Eligiendo n suficientemente grande puede cubrirse la edad de
todos los individuos vivos.

La uvnica relacién visible entre estas variables es que en
conjunto representan a la poblacién total, P. Por lo tanto:



Esta representacién estatica del sistema no reviste mucho intereés
comparado con el andlisis dindmico del sistema.

Para facilitar el planteo del modelo dinadmico se calculara la
poblacién en cada estrato cada cinco afos. Por lo tanteo, si k
representa un afo t cualquiera, k+1 corresponde al afo t+35.

Si se supone conocida la distribucion de pablacion en cada
estrato en el periodo k, representada por el vector

z_(k) = (XI(H,XZ(“,...,Xn(k”

en el periodo k+! las componentes del vector de estado estaran
dadas por:

a) para todos 1los estratos salvo el primero, la poblacidn en el
periodo k+1, serd igual a la poblacion que tenia el estrato
inmediato anterior en el periodo k, menos las defunciaones
ocurridas en dicho periodo.

xjeplkel) = 00 = Bl = (1 - Bixgtk) = bixgt) v Ot

donde

B; es la tasa de defuncion del estrato i (0<B; <1
§; es la tasa de sobrevivencia del estrato i (0€81<1)

b) La poblacién del primer estrato estaré dada por todos 1los
nacimientos ocurridos en el periodo menos las defunciones

registradas.

n
xplkt) = I ag xjlk} §
i=0

donde aj es la tasa de fecundidad por el porcentaje de
peblacidn femenina para el estrato i. -

Por 1lo tanto 1la dinamica del sistema puede describirse mediante
las ecuaciones: . ’
!
n
I oaj xilk) §
i=0 '

n

xgtktl)

Xi(k’ Si v i)O




Ejemplo e): Una economia nacional

Formularemos en diferencias +finitas un modelo de un sistema
dinamico de una economia nacional, donde la aplicacién discreta
esta justificada por la indole del problema planteado.
Normalmente 21 t serd un afio o en algunos casos, trimestres.

Cuatro variables definen este modelo [&1, [91, [17]

Y{(k) = Producto Nacional
C{k) = Consumo

I(k) = Inversion

_B(k) = Gastos del Gobierno

Y{k) es el valor total de 1los bienes y servicios producidos
durante el periodo o alternativamente 1los ingresos totales de
todos los individuos del sistema.

lLa ecuacidn basica es
Yik) = Ctk) + I(k} + 6(k} {1)
o sea el ingreso total se aplica a consumo de bienes y servicios,

inversiones o pagos al gobierno.

Se supondré que el consumo es una fracciédn fija del producto
nacional:

Ctk) = a Y(k) 0¢n(l {2)

m es la propensidn marginal -a consumir.
L'

pa ecuacion dindmica del sistema es:
Yktt) - Y(k) = b T(k) (] (3

b es el factor de crecimiento.

Esta ecuacidn expresa que la inversién en un afo dado aumentarai
el producto nacional en los afos futuros. :

Sustituyendo (2) en (1)

Yik) = a.Ylk) ¢ Hk) + 6(k} (4)
despejando en (3)
Yik+1) - Yik)

k) = ——mmemmmee

b



la (4) se transfarma en
Yik¢l) - Yik)
Vik) = a Yik) ¢ ———memmmooees + Gk}
Finalmente reagrupando

Yike1) = (1+b02-m)).Y(k} ~ b.6(k) (5}

Gik) oficia de entrada (input) o sea como variable de control del
cistema. Si 6(k)=0, 1la solucion de (35) es Y{k) creciendo
geométricamente, como el caso del ejemplo a).

gi suponemos que G = constante, la solucién de 1la ecuacién
homogénea sera:

Y(k} = A £1 + bil-m) 3K A= cte

y una solucién particular
YHk) = M = cte
de acuerdo con (3) deberé ser ta; que:
H=1[1+0bil-a)JN-0bE
despejando resulta:
b.8 B
P
bil-s) 1-a
por lo tamto, la solucién general sera:
&

Ykl = A L1+ bil-m ik ¢ —--
: 1-a

A partir de la condicién inicial Y(0)=YO
6 6
Yo =3+ - z) A=Y - -

-2 I-a

En definitiva la solucion éeneral sera




6 6
Yik} = (Y0 - —==) {1 + b{1-a))K 4 ——
1-a : I-a

Y(k) crecerd geométricamente y lo hard en mayor medida cuando G vy
m sean mas pequedos y mayor sea b.

Por dltimo, supongamos que G es de la forma

Gik) = s Y(k) 0¢s<t
entonces:

Y(kel) = €1 + b{l-»)] Y{k} - b s Yk} con Y{0}=Y0
cﬁyé salucidén general serda:
Yk) = YO [1 ¢ b(l-a-5)0k
Formularemos una variante del‘ modelo visto, en ecuaciones

diferenciales. [&1]

Las ecuaciones bdsicas con la notacién anterior, seran ahaora:

Clt) = C, bt 1)
dv(t)

--=== = Y(t) = b I(t) (N
dt

Yit) = Cit) + It) (8}

La primera ecuacidn, (6), establece que el consumo crecerd con
una tasa g, partiendo de un valor inicial C(0)=C,. En términos
del planeamiento econdmico, la ecuacidn representa el objetivo
del planificador. Se gsupone que g es un dato, pero se exploraran
las soluciones para diversas .valores de g.

La ecuacién (7) es la ecuaciédn de inversién de Domar, siendo como
en el caso anterior, b la tasa incremental de capital-producto,
menor que uno.

Sustituyendo (7) en (8):
[
Y(t) - b Y(t) = ~ b C{t) A (9

definiendo la tasa de inversién {(ahorro), como’



I YC
§ = === T ==
Y oy
de (99 Y = b (Y-C) por le gue:
¥ b.(t-C) .
mm 2 ememmn = b 1o
Y Y :

h.s es la tasa garantida de Harrod (C17], pag. 451), que en este
modelo no se supondra constante. - '

La solucion general de (9), ecuacion diferencial lineal de primer
orden, sera la suma de una solucion particular v¥, y de la
solucidn de la ecuacidn homogénea Y -bY=20

Solucién homogéneat

Yit) = 4 ebt = cte
Solucidn particular:
bCy
- g8t si b#g
Yt = b-g
bt et si b=a

Estas socluciones se obtuvieron, supocniendo que v¥=p.e9t en el
caso b#g, Yy que y=M.t.edt si b=g. Reemplazanda en (%) se
encontraron los valores de 1la constante M de la solucion

particular.

Si la condicidn inicial dada es Y(0)=Y® > 0, la solucidn generai
de (9), en el caso b#g, serda:

bE

1]
Yit) = A.elt + - o0t
b-g
b €y by
Y(0) = A + -~=- = YO =) PP R
b-g by
Solucién general:
! b Cy b.Cy
Yit) = (Y0 - ----) ebt 4 - edt

b-9 b-g




gi g>b Y(t) disminuird su valor hasta hacerse negativa. La
economia no puede crear mas rapido que b, por lo que un objetivo
de crecimiento mayor que b no es p051ble.

Ejemplo f): Sistema depredador-presa

Este es un tema clasico de 1la ecologia y estudia un sistema
reducido a dos variables de estado X1s X2 qQue indican 1la cantidad
de individuos de dos poblaciones o dos especies, por ejemplo
gatos y ratones.

jatos ratones

El estudioc matematico de la dindmica de poblaciones fue realizado

por Volterra en 1926 y luego por Lotka y por su estructura-se
extlende al estudio de otros sistemas dindmicos competitivos.

Matematicamente es un sistema no lineal. <([4] pag. &), gue
analizaremos cuantitativamente en V.1.

suponemos que (dx,;/dt=axjy> lo que significa que, en ausencia. de

Si x; es laczfiblaqian de la presa y xop la del depredador y
d
1 presa crece exponencialmente con una tasa & de

depredadores
crecimiento: edt,

Para los |depredadores: dxo/dt = b x1 x> | . .

Suponiendo que la tasa de pérdida de la presa es proporcional al
nimero de presas. y depredadores (muerte natural y como alimento
de los depredadores) y 1la de los depredadores solo por muerte
natural, las ecuaciones dindmicas de Volterra-Lotka seran:

*aj i1(tl = axy - axy¥xp

{1 a,a,b,8 = ctes ) 0

-4=2 %2(t) = bxyxy - 28xy

(El1 ndmero 2 en la segunda ecuacidn, aparece por una conveniencia
matemdtica).

Si hacemas una transformacién de variables:

bxy axg

¥y =" y2 = -
28 a

se verificarad facilmente que la ' dindmica de (11) obedece como
solucidn a la ley de conservacién:

)
He=ly - log yy) + -- {yp - log y9) = cte.
28 .



g1 punto x*1=28/b x*2=a/a es el unico punto de equilibrio no
trivial del sistema, que se obtiene igualando’ a cero x1=0 y

)‘(2=0 .

gi las condiciones iniciales son tales que xp(0)#xX x2(0)#x¥,
las trayectorias son orbitas cerradas en las que H=cte. y se las
ilama ciclos limites.

!
I R

Figura 1.3

Las poblaciones de presa y depredador oscilan ciclicamente en el
tiempo, salva para el caso -inicial (X*I,X*z) no permanecen
constantes. La experiencia confirma este fendmeno.

Ejemplo g): Dindmica de la formacién del precio del mercado

Este clasico modelo dindmico, llamado la tela’ de arafa, lo
describiremos por unma ecuacidn en diferencias finitas de primer
orden. [2] [17]

Este modelo es econdmicamente cuestionable (L1713, pag. 87) pues
al introducir la variable tiempo, las curvas de demanda y oferta
pierden significadoj cuando el preciao es Py, hoy, la cantidad
comprada no seria la misma si los compradaores supiesen que se
espera que el precio baje.

Construyamos el modelo para un solo producto, por ejemplo: maiz.
La demanda del maiz, d, dependerd de su precio, p, segun una
funcién decreciente de p, d(p). Supondremos:

La cantidad de maiz gue ofertaran 1los productores, s, dependera
del precia, segun una funcion crediente de p, la que supondremos
sera:

sip) =5, +bp b0
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Figura 1.4

En el equilibrio, la demanda deberd ser igual a la oferta

: dg-ap=Sp*hp

dg - Sp
pl = cme————

hta

Pero a este punto, en caso que se lleque, serd _después de una
serie de ajustes, que determinaremos analizando el comportamiento

dindmico. del sistema. h_—_—_*——‘“"_""““*'““’“"'—__‘“\~—-H__‘f~*
~‘-—-'-'_~~\&_.._.

—_— ;
Si en el periodo k, el precio es p{k), el productor basarad su

produccién en dicho precio, pero solo estd disponible en el
periodo k+l. Cuando esa oferta esté disponible, su precio. quedara
determinado por 1la funcién de demanda. Este nuevo precio es
observado por los productores, que ajustardn su produccién al
mismo para el siquiente periocda.

(Matemdticamentey)

S(ktL] = §; ¢ b plkl

dlktl) = dy - a plkel)

Imponiendo la condicién que en el equilibric la oferta debe ser
igual a la demanda, tendremos la ecuacién dinamica:

Sp + b plk) = dy - a ptket)

0 seas



_'23_

b do'So -
plktl) = - - plk} ¢ -———- H
a a

pl0) = pq (12)

el equilibrio corresponde al caso de no variacion

sea
pik+1) = p(k)

los que nas dard nuevamente:

L.a solucidn
la homagénea y de una salucidn particular, sera:

!

Figura 1.5

1 - E-b/alk
plk} = [-blalk py # ~=o-v-ec- tdg - 5p) (3
ath
Si b<a p(k) converge al precio de equilibrio p¥:
lim p(k) = p¥
k—=>w
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precio,

(=]

general de (12), obtenida como suma de la solucion de
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Si b)a P(k) diverge cuanda k > @ , ver Figura [.7
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Figura I.7
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Para llegar al equilibrio, la pendiente de la curva de oferta, b,
debe ser menor que la pendiente de la curva de demanda, a.

En lenguaje economico eso significa que los productores deben ser
menos sensibles a los cambios de precio que. los consumidores.

I.3. Espacio de estados

El concepto de espacio de estado tiene su origen en el espacio de
las fases que los fisicos wutilizan desde el siglo pasado. E1
estado de una particula que se mueve &N un espacio de tres

2



dimensiones queda denotado con toda precisiédn si damos para cada
instante sus coordenadas x, ¥, 2 ¥ su velocidad. Es asi que el
estado de la particula se presentard como un punto en un espacio
de cuatro dimensiones. -

Daremos un simple pero importante ' ejemplo, el movimiento
oscilatorio puro o movimiento armdnico. Corresponde a sistemas
fisicos: una masa colgada de un resorte y oscilando, las pequefias’
oscilaciones de un péndulo o las de una cuerda de violin.’
La ecuacion cofrespondienteiesx

dzll

—~—-+twlyyz0  con WO (m
dt2

donde x3 es la amplitud de las oscilaciones. La solucion es:

x({t) = A sen ut ¢-B cos wt

representada en la Figura I}B

X1

Figura I.8

v

Conocidas las condiciones iniciales x;(0) y x1(0), se calcularan
los valores de A y B. -

Las variables de estado, o sea 1las que una vez conocidas nos
indican con precisidn el estado dinédmico del sistema, son en este
€Caso xy y Xy = X2 (posicién y velocidad). .

La ecuacian (1) se transformarid en un eistema de dos ecuaciones
diferenciales:

;llt)
iz(t)

xzit) (2)
-« xg1t)

won
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con las condiciones iniciales x1(0)=x9,; x2(0)=x9 . Para
resolver el sistema (2), dividamos la segunda ecuaciédn para la
primera :

’

dxg Xq
-z gl -
dxy X
cuya solucidn es:
xzz + wl xlz =C C=cte) 0

que corresponden a las curvas representadas en la Figura 1.9

xp = velocidad

S e

Figura 1.9

’

El tiempo ha desaparecido en forma explicita, las flechas indican

la direccidon del movimiento en las trayectorias, para 't
creciente. Cada curva cerrada f(cicle limite), representa un
movimiento oscilatorio, segdn las condiciones iniciales,

‘correspondiente a la representacion de la Figura I1.8.

En general llamaremos Variables de Estado de un sistema dindmico,
al cenjunto minimo de variables reales que describen
completamente las taracteristicas internas del mismo © su
respuesta a los estimulos externos en un tiempo dado.

El numero n de variables de estado define 1la dimensidn u orden
del sistema. Precisamente la definicidn, calificacién y el numero
de wvariables de estado necesarias para la representacion
eficiente de un sistema,. es una de las cuestiones importantes a
resolver en el plantea del modelo.

Si denominamos x;(t)jxo(t)s...3xq(t) a las variables de estado
de un sistema, consideraremos el vector columna

XCt) = Ixy, won oxplT
donde la letra T significa traspuesta y el guidn bajo.la letra X
indica que se trata de un vector.



£l subespacio de EN en el cual se define el rango de variacion de
X(t) se denomina Espacio de Estadao.

gi en el espacia de dos dimensiones E2 definimos el vector de
ectado

yt;=lqtu\
it

como en el caso del ejemplo anterior, y s5i su dinamica esta
regida por un cistema de ecuaciones diferenciales

Xt) = £t
o desarrollado:
il = fyixp,xg, )

iy = folxy,xg,tl

sus soluciones seran lineas 1llamadas trayectorias que sefalaran
1a evolucion del sistema en el tiempo.

Figura 1.10

La tangente geométrica en cada punto de una trayectoria es el
vector o

X = |*1‘U|

xp(t)
Para distintas condiciones iniciales A, B, C tendremos
trayectorias distintas pero, suficientemente "cercanas” entre si

ci 1o estan A, B, C. La trayectoria que =€ inicia en A para el
t%empo tg v llega al punto Fy para el tiempo tg, 10O ha bhecho sin
ninguna accién externa, PpPor la propia dinamica interna dictada
por el sistema -

N

Xty = £ix3t)



Si queremos acciones sobre el sistema, controlarla, deberemos
actuar con acciones externas, una variable de control

Utt) = fug,uzs +ao 5uplT
con lo que la ecuacidén serd ahora
Xty = f(X,U,t)

Si queremos que la trayectoria iniciada en A llegue para el

tiempo ty a Fo en lugar de F;, deberemos elegir el vector control
U(t) adecuado.

Definiremos como CONTROL de un sistema a la actividad de
organizacion encaminada a la consecuciédn de fines prefijados. El
proceso de control consiste en una serie de decisiones acerca de
las variables de control.

Un sistema es controlable si es posible encontrar un vector U(t)
que en intervalos de tigmpo tfinito (tg-ty) transfiera el sistema
desde. un estado inicial caracterizado por el vector Xo(t) a un

estado final caracterizado por el vector Xg(t) arbitrariamente
especificado.

En deneral se establecen restricciones sobre las variables de
control, del tipo:

Por ejemplo, en un modelo macroeconédmico, el porcentaje del PBN
dedicado a la educacidén puede ser una variable de control que
tenga 1limites prefijados; en un sistema eléctrico de potencia la
generacion de energia reactiva en upa central tiene limites
prefijados, el agua turhbinada de un embalse, etc.

Si tratamos de representar el parque generador de un sistema
electrico, eéste quedard totalmente definido cuande se conozca
para cada periodo 1la potencia instalada de cada tipo de

- equipamiento (nuclear, térmico, turbogas, hidroeleéctrico, etc.),

que constituirdn precisamente las variables de estado del sistema.

Si se consideran n tipos de equipamientos posibles se definird el
vector de estado del sistema como:

xilk) = potencia instalada del equipamiento de tipo i en el
periodo k

\
3

Nuestra posible accidn sobre &1 sistema serdan las decisiones
sobre incorporacién o retiro de nuevas unidades de cada tipo de

" equipamiento. Por 1o tantoc las variables de controil uj (kJ

pueden definirse como:

uj (k) = incremento 0 decremento neto de la potencia
instalada del equipamiento de tipo 1 producido al
final del periodo k.
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consecuencia el estado del sistema en el periodo k+1 estad dado

EnN
por:
xjlkt) = xjlky +ugtio Vi: idn
En este caso las variables de control estan acotadas
inferiormente, aan cuando algunas de ellas puedan asumir valores
negativos.
Uimin (k) £ wilk)

por otra parte si ujmin(k) es negativo, se esta admitiendo un
posible retiro que no podra exceder la potencia instalada en este

tipo de equipamiento

]Uimin‘k)l £ Xi(k)
Eventualmente existiran limites superiores a 1los incrementos de
potencia para algunos equipamientos.

uj (k) £ uiméx(k)
Estos limites podrén o no depender del periodo.

Es claro, a partir de su definicisén, que las variables de estado
no pueden Ser negativas.

xj (k) 2 O

Asi el sistema gueda representado por:

J’ Xik+1) = X(k) + Utk)

Ui (k) & UKD gyl

I % 0

En general 1la trayectoria de estadas nao puede ser cualquiera, va
gque en cada periodo la potencia instalada debera ser suficiente

para abastecer la demanda. Es decir:

n
£ oxjlk) ) 0k
1=1

lo cual significa gue el vector estado debe permanentemente
pertenecer al hiperespacio definido por la restriccign.
‘ {

Se trata, entonces, de encontrar un conjunto de ecuaciones Qque
representen los Pprocesos gue en el interior del sistema, que
hacen corresponder a un conjunto de variables de entrada Y de
antrol, ‘un determinado conjunto de variables de salida, por
ejemplo:



kpltieg) = fplxgttp),xptty), ... Dttty oo yuptty))

i=0,1,...,8
A
U0, 0t 0, ooe xplthyu ttid, oo yupttg )

"

xntti’l)
Este sistema puede ser expresado vectorialmente mediante
Kitjeq) = EOX(E;),0¢E0) i=0,1,,..,»

Una vez planteado, el modelo debera ser sometido a dos tipos de
analisis de consistencia.

El primero de ellos, denominado CALIBRADO DEL MODELG, consiste en
ajustar los pardmetros de forma tal que el modelo produzca con
cierta precision la misma respuesta que se observé en el sistema
real ante situaciones determinadas.

Cuanta mas informacion se disponga sobre la relacidn
estimulo-respuesta del sistema real tanto mas facil sera el
calibrado y se tendr& mas seguridad sobre la bondad del moadelo.

El otro andlisis, llamado de SENSIBILIDAD or_ESTABILIDAD, consiste
en estudiar como varia la respuesta del modelo ante pegquenas
modificaciones en los pardmetros o variables de entrada.

En los capitulos IV y V se profundizarin estos temas.
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11. MDDELOS Y _TECNICAS DE OPTIMIZACION ESTATICA: ASIGNACION DE
RECURSOS

La formulacién general de este tipo de modelos corresponde a

situaciones estAticas, donde el tiempo no interviene Y
normalmente, en economia, significa asignar recursos limitados
entre varias actividades, buscando alcanzar un objetivo

determinado en forma. optima, ya sSea maximizando ganancias O
o —

minimizando cosios. ’

W

W o IR

En el caso general se trata de determinar los valores de n
variables de estado que satisfagan m restricciones:

7
Qi(Xh san ,x“,zbi i=l, “ve ,.
y tales que maximicen o minimicen la funcién objetive
1=Flagy oo y2gd

Si las restricciones son de igualdad, m y n estaran
matematicamente relacionadas pues m{n, nNno asi en caso de
desigualdades donde m puede ser cualquier ndmero real.

Si las gi v la F son lineales en xj, el modelo se denomina lineal
y se resuelve por un algoritmo sencillo, simplex, adecuado para
atacar problemas de programacion lineal.

El1 problema planteado puede ser totalmente 1libre, o0 sea no
existir restricciones gj, con lo que las xj seran —odx <o’ . )

——

IT.1. Programacidn cldsica, sin restricciones [B8]°

En el Anexo 1 se dan las condiciones de existencia de optimos vy
se analizan con cierto detalle los teoremas correspondientes.

Analizando primero el caso de una sola variable independiente, el
problema consiste en encontrar un valor x X que maximice O
minimice la funcidn objetivo F(x).

- x* serd un maximo (minimo) global si hace que la funcion
objetivo tome un valor mayor o igual (menor o igual) gue para
todo otro x: '

Fix¥) 3 F(x) v ox
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- x¥ sera un maximo glabal estricto si la funcion objetivo es
egtrictamente mayor:

Fex¥) > Fix) v x
Por economia de lenguaje nos referiremos a maximos, éabiendo

qQue con los cambios correspondientes, tendremos el caso de
minimos. '

- x¥ serda un maximo local si hace que la funcién objetivo tome
un valor mayor o igual que para cualquier otra x en un
entorno de x' suficientemente peguefo.

Fix¥) 3 F(x) v x: [x-xX|<e

*+ x¥ serd maximo local estricto, si 1la desigualdad se da en
sentido estricto

F(x¥) > F(x) ¥ ox: |x—x*,<€ '

En la Figura Il1.1 se grafican algunos casos.

th14

|
|
(
l
[
|
i
!
}
{

=

b I & 2,

1 2 . X3 X

Figura 11.1

Xy es maximo local estricta; X, mdximo global eétriéto; ¥z Mmaximao
local.

Las condiciones suficientes para un maximo (minima} local
estricto (Anexo 1) en x¥, son que la primera derivada se anule vy

que la segunda derivada sea estrictamente negativa (positiva) en
ese punto:

dF
N UEL (0
dx )

d2F
~=~ (x$) (0 (2)
mz

o sea Fi(x¥)>Fi(x¥+4x) siendo Ax una pequeria variacidn arbitraria
de %, suficientemente pequena.



Si (sz/dx2)=O podria tratarse de un punto de inflexion.’

E1 caso multivariable, donde F(xl,xz,...,xn), o vectorialmente
F(X) (F escalar vy X vector columna?, se trata en farama analaga.

ge trata de hallar el maximo de

pdx FIX) = max FiX{yX9yeeestp)
X K{yee-1¥n

Las condiciones suficientes para un maximo local estricto en L*,
son que &* sea un punto estacionario en el cual se anulan todas

jas derivadas parciales de primer orden:

7oF >F
e N =0 gy T wh=0
il n

Recordando gue el gradiente de unsa funcioén escalar F o en X es el
vector fila

DF >F
S gl ey 1R
2% LN

que s€ denota VF(X), la primera condicion suficiente {(tanto para,
minimo como para maximo en x¥) sera

veh =0 con 02(0,0,..,0) (3)

La matriz Hessiana de F(X) es:

L oY oL
—————— () e UV
2 112 L) Dxyoxy
ok =% ki
------ ) e R e o W
V) zFlL) = | DMy 'szz Tx9e%q
2% 2F ek
_____ (l‘ mm——c (_X__) LK) inintas ‘L)
Sxpix|  Xpd%g 2 "n2



La condicidn suficiente de se undo orden para ‘que F tenga un
maximo local estricto en X", es que la matriz Hessiana V¢ F(&*)
sea definida negativa en x¥. ‘

Lo que significa, siendo AX, un incremento suficientemente
pequenoc de &*:

‘myl.v?ﬂg‘).ag <o (4)

Si x¥ es un minimo local estricto, es valida 1la condicidn
suficiente (3) mientras que la (4) cambia por >0 pues la matriz
Hessiana V2F(x¥) debe ser definida positiva.

\\,__

Kota:

—_—

Recordemos que dada una eatriz cuadrada A=laj;) simétrica {como lo es V) y un vector coluena X, la foraa
cuadritica de A es ‘

Q= !T‘R.L = allxlz £ a22x22 L | annxnz t 23 9xyxp + 2ap3xqxg 4 ... 4 235 1nXp-1X,

@ es definida negativa si 0¢0 ¥ X#0 y definida positiva si @0 Vv £#0,

Por dltimo 0 es definida positiva si, y sélo si, todas las raices propias de A son positivas, o lo que es lo-
eisng, si todos los menores dominantes de A son positivos.,

¥ es definida negativa si, y selo si, todas las raices propias son negativas, o bien, si todos los aenores
principales dominantes tienen signos alternos de negativo a pasitive. {81,

La condicidn (4) en el caso multivariable es equivalente a la
condicidn (2) en el caso univariable. Si no se cumple (2) 5* es
un  punto de inflexidn Yy si no se cumple (4) tendremos uh punto de
ensilladura que para el caso de dos dimensiones se asemeja a una
silla de montar, donde segun una direcciédn tenemos un maximo y en
la direccidn de la otra variable, un minima. En el caso de n
variables, de no cumplirse (4), segun algurnas direcciones
tendremos un m&ximo Y en las otras un minimo.

IT.2. Programacién no:lineal con restricciones de igualdad

Se trata del probléma de encontraﬁ un maxima.o un minimoe de una
funcidn objetivo Fixyyxyg, e« »Xp)=F(X) sujeta a restricciones
del tipo

91{xyy o yug) = by
920Xy, uv gxp) = by

gelxl, oo yxp)



en forma vectorial

« max F{X} - sujetaa gixr = b i
X

las restricciones limitan los valores admisibles de X a tener en
cuenta para resolver este problema.

gi el caso es de n variables, tenemas n grados de libertad si no
hay restricciones. Con m restricciones del tipo (1) los grados de

libertad seran (n-m) por 1o que deberd ser mgn.

Para determinadas condiciones de las gj (hip4dtesis Jacobiana, ver

Anexo 1) es posible explicitar m de -las variables x5 Yy
reemplazando su expresion en FOX13XDy oas » %) tendremos una

funciodn G(xXy,X2y -+ 3Xn-p’ de n—m variables a maximizar coma en
el caso tratado en II.1l., sin restricciones.

[I.2.1. Método de los multiplicadores de Lagrange
Propuesto el problema general de la programacidén clasicsa

sax F{X) ~ sujeta a qlf) = b (o
X

introducieremos un vector fila de m nuevas variables (una por
cada restriccidén)

i =,.(A1’)‘2’ e ,)‘m)

estas variables son llamadas multiplicadores de Laqrange.

Se supondran las F y las gj continuamente diferenciables.

Por el teorema de Weierstrass si X es no vacio y acotado, existe
una sclucidn.

El1 método de los multiplicadores de Lagrange es muy util, no solo
por estar en la base de diversos problemas de optimizacidn, sino
por aportar como subpraductao, datos valiosos sobre la

sensibilidad de la solucidn y aportar sentido fisico o©o economico
a los nuevos parametros Xji oque se introducen para hallar las
saluciones. '

!
Definamos la funcion Lagrangiana como la funcion objetivo mas el
producto interior del vector +fila de 1os multiplicadores A de
Lagrange y el vector columna, diferencia entre 1las constantes de
restriccién y las funciones de restriccion:



LUK, A = FOp) o+ 30b - 17 (2)

Se debera encontrar ahora el punto (L*,l*) en el cual se anulan
todas las derivadas parciales de primer orden .de la Lagrangiana

(2.

2L ’}F [ ] ’)gj

il 1 ANV IEE T T I URY' Virlgign (3)
oxj xg j=t ? 1

L

= AN = by - gyt = o Vittgiga th
")Aj

las (4) son las m ecuaciones de restriccion.

Las condiciones de segundo orden establecen gue la matriz
Hessiana de 1las derivadas parciales de segundo orden de 1la
Lagrangiana con respecto a los xj debe ser definida nregativa si
buscamos el max F{(X), o definida positiva si buscamos el min
F(x),.en (x¥,3¥), sujeta a las m condiciones:

dg = 7ottt =

(Ver Anexo 1 y [81).

Resolvamos el siguiente ejemplo:

ain Fixy,xq) = xlz - Xqxg - xzz
sujeta a q(xl,x2) =X -xp=1
L=x2-xyxy - X2 + All-xytxg)

oL

N T T

’Qxi 1 2

TL .

STt E M -yt s =0

g

L

-j'=I'fo12 ={ =) Xp - %7 =

kN
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—_ XTo=l___ 3§
2 2 !

| as soluciones son: x¥y= ! =

11.2.2. Aplicacion al despacho econdmico de cargas
D 4

? Consideremos una central termoeléctrica
con dos unidades generadoras, cada una
de 1las cuales tiene una funcion de costo
de combustible, Fj, creciente con las
cantidades generadas. (Figura 11.2).

A T. ' Fé?

P P2
Figura 11.2

Dif-——— =
R
3

En cada instante, con las dos magquinas funcionando, sS€ debe
catisfacer la demanda mas las perdidas (D), y se desea minimizar
el costo total de combustible. :

El problema sera entonces:

pin B(P(,P) = FyF() + F(Py)
Sujeta a

Pp+Pp=D

P& PLERy

Pa & PZ\(-P_Z
La funci®n Lagrangiana tendra entonces la forma:
LiPy,Po, AY = Fify) 4 FiPo) ¢ A - Py - Ppl

Sus puntos criticos seran las soluciones de:



-— 38 —_
L dFy
— T e-- - =0
?PI dPy
DL dF
-_—— T am— - =90
WPy dpy
L
=== D =Py ~Pyzy
1 l 2
Por lo tanto
dF dFy
dPl sz

La condicién de minimo consumo es entonces la igualdad de los

costos marginales, con 1lo que se observa que el multiplicador
Lagrange tiene un claro sentido econdmico.

Veamos la resclucidn grafica del problema de despacho.

2F |
2P

Rrin Pymin Dmin - B A} Amdx  Pymix D D -Dmax

Figura I1.3
Trazando una paralela al eje P, en su interseccién con

oF o
/\l=--- y Xzz-—-—-
dP; dP,

se obtienen Pi v P2 que garantizan un minimo consumo.

de

Para la restriccion del abastecimiento de la demanda D, se suman
las curvas A1y A> en el sentido de las abcisas, obteniéndose

la curva Q = Q(D), tal como se hizo en 1la Figura II1.3.



Si gueremos saber para una demanda D*, cuanto deben generar las
unidades 1 Y 2 para tener un minimo consumo de combustible, se
traza una paralela al eje de las ordenadas por p¥ hasta cortar a
1a curva vy desde ese punto una paralela al eje de las abcisas
hasta cortar las curvas A Y Az. Se abtendran asi pl* y pz*
que por construccién satisfacen:

Pl' + Fz' = D'
dFy dF;

- tpyh = - (r) = a0t
4P dP;

Notese que las restricciones

By < Py Py

P ¢ P2 (P
que el método de t.agrange no tieme en cuenta por Sser
desigualdades, se incorporan en el analisis grafico al considerar
la curva Q definida entre la suma de ios minimos y la suma de

los mMaAxXimos.

E1l méfodo se extiende facilmente al caso de n unidades

generadoras, obteniéndose en este caso las condiciones
3

“f ’ dFi
o
Py

dF
LAY

¢Py
Pyt .o # Py =1

Veamos un ejemplo numérico. Sean

FUPD = 14 P2 ¢ 3P &S

FolPgli= L6 PR + 4 Py + 7

Por lo tanto:



df

= A =120 4] oo P12

dPl v
dfF9

ez Ry =3Py 44 con  3(P(13

Py

Las demandas que podran abastecerse con ambas maquinas serian
entonces:

5¢ DL

La igualacidn de los costos marginales establece la condicidén:

2
Py =Pyt 2
3

Teniendo en cuenta el rango de variacion de Pp, resulta qgue 1as
demandas que pueden despacharse con iguales costos marginales son:

5 7l
74D =Py #Py= =Py ( -
3 3

Dada wuna demandsa p¥ entre 7 y 71/3 , el costo marginal
asociado es el mismo que el de cualquier maquina, en particular
la unidad numero 2, es decir:

1 (1% p¥+18
DY) = 173 PpY ¢ d = e e T e e
IS 5

§i 1la demanda dada estd entre S vy 7, no es posible la igualacisn
de los costos marginales, por lo tanto la solucidn es mantener la
unidad 2 fija en P, = 3 y operar la unidad 1! al nivel (D¥-3), en
cuyo caso el costo marginal de generacidn serd:

! L 043
A= - By e 3= oo (430 432 -
2 2 2

Por su parte si D¥ estad entre 71/3 y 25, tampoco es posible 1la
igualacidn de los costos marginales, por lo tanto la solucitn es
fijar la potegcia de la unidad 2 en Po=13 y despachar con 1la
maquina 1 (D¥-13). Por lo tantoi\.

d WA

har 2PN ’<



t ] p¥-7
Nz ompy # 32 mee (D13) #3 2 e
2 2 7

En consecuencia la expresion de Q(D) es:

B+3
-—- si ST
2
J D+18
= §{D) = ! ——— 5i LN
5
-7
-~ si 711340425
\ 2
8i la demanda fuera D = 10
28 ! 26
}u T -~ = —ee Pl_i-} =) P’.-.---
5 2 5
% U
=y Pp=10---2~
© 8 9
FIPy) 4 FolPs) LBy 32& 5 LB 42‘ 72 57,4
+ R T LI Tt - 1 JECS T S SEERE 3 B
1Py 2P P 3 P . '
{
AP

Figura I1.3



]

E1 ) calculado para cada maguina representa =21 costo marginal de
generacion de dicha maquina.

Pero el A¥ oéptimo, obtenido de ‘la curva (D), representa el
incremento del costo total del sistema ante un incremento en la
demanda D. )

Si una de las unidades generadoras fuese hidroeléctrica, podra
tambien despacharse, si fijamos un valor al agua turbinada.

Cuando 1las curvas de costos F;(Pj) son de grado tres o mayor se

deben analizar previamente su dF ; /dP; pues si alguna es
negativa el método no se puede aplicar pues no cumple las
condiciones de segundo orden. En ese caso puede aplicarse

Programacidon Dindmica o restringir el minimo funcionamiento de 1la
maquina.

11.2.3. Interpretacion mateméatica y econdmica

Los valores de los multiplicadores de Lagrange, no aparecen
artificialmente, vya que aportan valiosa informacién respecto al
problema. Los multiplicadores de Lagrange correspondientes a la
solucisn x¥, miden el grado de sensibilidad del valor dptimo de
la funcién objetivo F*=F(&*) a las variaciones en las constantes
de restriccidn bh. (Ver Fiqura I1I1.59).

F!
A=t i=1,2,...,8 (1)
Bbi
Veamos un ejemplo. Sea maximizar
F=16'112-XZ2
con la restriccidn
[ Xy + X2 = 2
la lagrangiana:

U=16- x$2 - x22 + M2 - Xy - %)

1t \
e a2 -Az
’all '
oL ,
"'=-ZX2-/|=0
X3

2t

—=z2-%-x9=0
5 1 - %



._43._

ciendo las solucianes: x¥y(=1; x¥p=1; j¥=-2; F¥=14

Segun la ecuacion (1)

b

variando b en un entorno suficientemente pequefio, por ejemplo
incrementando su valor en 0.1 , tendremas

F
-z =) AF =24k =2.0,1 2 0,2
2b
Sequn é&sto, variando b a b+ Ab = 2,1 FX disminuiria su valor

en 0,2. Resolvamos el sistema para estas nuevas condiciones:

adx F = 1b - xlz - 122
g =xy +txg=21

L= 16 - x2 - xp? 4 062,10 - %y - x9)

can las solucicnes de maximo: x;=1,05 x>=1,05 con lo que
F = 16 - 1,1025 . 1,1025 = 13,795
Qo sea

AFY = (4 - (3,795 = 0,205

practicamente coincidente con el valor encontrado anteriormente.

Otro ejemplo se puede analizar en el despacho econdmico de cargas
en 11.2.2. En ese caso

ain 6IPy,Pyl = Fy{Py) + FplPy)

can la restriccian

PK4P2=D
9% multiplicador de Lagrange obtenido, tendra el siguiente
significada: '
. o8t
Az —-m-
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© sea el costo marginal de combustible por la variacion de
demanda, valor que se ha visto, coincide con el costo marginal de
cada miquina en el valor dptimo Py ¥, py¥,

El método de tagrange nos proparciona  entonces un andlisis de
sensibilidad.
Fof

"
&l
( |
L A
; .
| Ab i
T + -
b
Figura II.5

Si por ejemplo fuese Ai=0 en el punto éptimo de solucioén,
entonces pequeRos cambios en la constante de restriccion bj
correspondientes al Xi » No afectarian al valor éptimo F¥ de 1ia
funcioén objetivo. Los multiplicadores de Lagrange tienen una
interpretacién importante en problemas como 1la asignacidn de
recursos. Cuando la funcién objetivo tiene las dimensiones de un
valor (beneficios, ingresos, costos) y las restricciones indican
la cantidad de recursos disponibles {horas hombre, horas de
maquinas, cantidad de materias primas), entonces el multiplicador
de Lagrange mide la sensibilidad de un valor, a 1los cambios en
esas cantidades de recursos disponibles Y, ©n consecuencia
representa un precio, gque se suele llamar seudoprecio
(shadowprices, precios sombra) del factor.

I1I1.3. Programacién no lineal con restricciones de desigualdad

El problema de la programacién no lineal, consiste en encontrar:
valores no negativos de las variables de decisién, tal que se
optimice (maximice o minimice) una funcidn objetivo dada, sujetas
sus variables a un conjunto dado de restricciones de desigualdad.

adx FiX) con gix) b 10 {n
X

donde X vector columna (xl,...,xn)T v g funcidn vectorial
m~dimensional, o sea

S 7



adx  Flxg,...pxp) sujeta a
'l’xz,---,xn
g1 {x),%2y000g%p) $ by
09iX(,Xg, v agXp} & b2
. i
qn(xl,XZ,...,xn) \( bn
xg %0 x2 Y0 ... xnzo
Se supone las Fy, g1s === 3 " 9n

diferenciables. -

El sentido de las desigualdades (L) es cuestitn de
sentido multplicando por -1 a ambos lados de 1la

cambiar su
por ejemplo

puede
desigualdad,

dadas vy

continuamente

convencion, se

2% - xp » 4 es igual a -y tag (A
Una igualdad puede reemplazarse por dos desigualdades (},£). FPor
ejemplo:
J Ixp - Axp &b
3y - #p = b es equivalente a
\ 3xy - 4xg )b
I1.3.1. Las Condiciones de Kuhn-Tucker
Cuando las uUnicas restriccicnes son xi320 ¢ 1 vy las g; no
existen (ver Anexo 1.b), un maximo local en x¥ viene determinado

la Figura

por las siguientes 2n+l1 condiciones de primer orden:
DF i
R
0§
F izl,..0y0 (2
I M ey =0
Ty
i %0
En el caso de una sola variable xj=x, observamos en
I1.6.b el maximo cuando x¥, solucién, es un punto

recinto de
que debe ser

X admisibles
dF (x¥)/dx = O.
solucidn

En la Figura II.&4.a se representa la
dF (x*) /dx

donde observamaos gque debe ser
Ademas, como x¥X=0, sera

k4

dE (x¥ysdx . x¥

interior al

x £ K, siendo evidente, geométricamente,

maxima
L O
= 0’

para x*éo,
(decreciente).
fodrmula vdalida



desde ya para la situacidn representada en Il.6.b.

FY o 1 %’D:O
dx i
. !
!
Y
|
|
I
t S
| o
r — J.x
x¥=0 x —tpn

Figura [1.4

En el problema general de 11& programacién no ‘lineal, (1Y), se
cumplen las condiciones de Kuhn — Tucker (Anexo 1.b).

= l’?)xi =t J%if (3)
,-.—,—J‘»'/

donde segun la convencidn adoptada, el guidn inferior indica que
se trata de una magnitud vectorial y 0 es el vector celumna, nulo.

Las ecuaciones (3) se obtienen formalmente definiendo la funcidn
lagrangiana: :

L=F(X) +Alh - gix2)T

Estas condiciones son necesarias y suficientes para un maximo
local (estricto), si la funcidn abjetivo es céncava
(estrictamente) y las funciones de restriccidn son convexas.




Estas condicianes (3) caracterizan wuna solucidn y por tanto son
un

mQy titiles, pera generalmente no porporcionan
canstructivo para poder obtenerla.

yaremos un ejemplo muy simple:

tdx Frxng con
(Rl
Xlz ¢ xzz\( t

—_——

A )90 *2 )’0_', - \3 4

PR R——d
W\”\
( L=y */\H-xlz-!zzlf‘ J

aplicanda (3):

A Ny o
~
<k - U7 AL D SNt
‘@2)&12)\ x( 1p - 22X = 0( (&) /
< Al - X[2 - 122) =0 Cd(]?l::)

T Xy K 0 YR @) {8}

de (7):

mé todo

K2 "X A))(i « K- 2;0,1 A

e ~ CFr-2e ™ Y Ko = % dp = 2% X

-

- I gde e

s & . .
por lo qgue 1la solucibn‘%stéré sobre est5VCircunferenc1a de radio

t (Figura I1.7).

o)

‘Xz

—e
D

Ly K

Figura I11.7
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Geométricamente podemos resclver este caso encontrando el punto
de tangencia de la circunferencia con una hipérbola de la familia
xy %xp = cte '

¥ = (f220. ) = 112

se obtiene facilmente de (&) que =172 y podremos verificar
que en este caso con restricciones de desiqualdad, también

o

= --- (1‘)

b

II.4. Programacidn Lineal

La pragramacidén lineal estd vinculada con la resoluciédn de
aquellos problemas en 1los cuales las relaciones entre las
variables son lineales, tanto en la funcidn objetivo como en las

restricc T TTTT—————————

<

Lta 1linealidad estda caracterizada por ciertas propiedades de
aditividad y multiplicacidn.
’———'—_—-

La aditividad  significa, por ejemplo, gque si necesitamos t; horas
de maquina para producir el bien I y t5, haoras de maquina para
producir el bien 2, el tiempo total de maquina necesario para
producir ambos bienes sera ti+to. En este caso la propiedad
aditiva es razonable si e! tiempo requerido para pasar de la
produccidn del bien 1 al 2 es despreciable. Sin embargo na todas
los procesos fisicos se comportan de esta manera. Matemdticamente
esta caracteristica aditiva se expresa de la siguiente forma:

Lixty) = L{x) + Liy)

La propiedad multiplicativa significa, por ejemplo, que si la
produccidn de wuna unidad de un bien requiere A horas de maquina,
la produccidn de x unidades requerird un tiempo Ax. Se ve con
claridad que esta condicidn es bastante restrictiva y que no se
cumple por ejemplo al analizar 1los costos de produccidn de un
bien si el proceso tiene un costa fija importante.

Esta condicidn la podemos expresar farmalmente como:

Ll = At

Cuando una funcidn satisface estas dos condiciones se dice que es
lineal.
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Una forma lineal en n variables tiene la siguiente expresidn:
Xy tag gt .t ag g

pPor lo tanto el planteo general del problema de programacion
1ineal es: Optimizar

F(!’ = Cl Xl L + En Xn
sujeta a:

app xp et g, % {hy

EITIE TR SRR T M

Xi ),0 Vi=!.--.|l'|

y su expresidn matricial es:

Fiyyp =, 0 a optiaizar

con ALY
e
donde A es la matriz de 1los coeficientes aj;j vy Cvybson

vectares caonstantes conoccidaos.

Eventualmente en la funcién objetivo puede adicionarse un término
constante. '

Este planteo general admite también restricciones de desigualdad
de mayor e igual e incluso igualdades. En el primer caso alcanza
can multiplicar la restriccion por (-1) y en el segundo
reemplazar la igualdad por dos restricciones de menor e igual,
vale decir

g() % b =) -glX) £ (~b)
gt L b

I T
-gtx) ¢ (~b)

Un vector X que satisface las restricciones

i

Mgl

®S una solucién del problema, y serd una solucidn factible en la
medida que sea no negativa.
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II.4.1. Definiciones fundamentales. Convexi{dad
Consideremos el problema general de la programacidn lineal (L.P.):

adn FIE =Cpxy ¢ ouu # Gy (n
X]yeei¥p
sujeta las restricciones:
3 X ¢ e b agy X By
. {2)

dpp XL oo a3y Xy by

X; %0 Vi=1l,..,n

cuando se plantea la minimizacidn de F(X) 1las desigualdades son

“del tipo ) .

La P.L. €S un caso especial del problema visto en 11.3., de 1a
programacién no lineal. En este caso son lineales en las
variables de decisién Xis tanto la funcién objetivo (1) como las
funciones de restricciédn (2).

En el espacio euclidiana EN de 1las X{is (espacio de las
decisiones), xi20 . define un semiespacio cerrado y la
interseccitdn de los n semiespacios xi20 ¥ i=1,...,n, es el

ortante no negativo de EN,.

Cada una de las desigualdades (2), define también un semiespacio
cerrado formado por el conjunto de puntos de un lado del plano

3jp Xy tajp xp b # 35y Xy = by

En general, la interseccién de todos estos semiespacios cerrados
de EM, es un conjunto poliédrico convexo, o, si estd acotado, un
poliedro convexo.

El conjunto de todos los vectores de decisidn &F(Xl,---,xn)T, (T
significa traspuesta por ser en realidad X vector columna), que
satisfacen las m+n restricciones (2), es un conjunto poliédricao
convexo cerrado, en el ortante no negativo del espacio EN,

Un conjunto C es convexo si,. y sdélo si, dados dos puntos
cualesquiera A y B del conjunto, todos los puntos del segmento
que los une pertenecen también al conjunto C.




(/

CONJ. CONVEXO CONJ. NO CONVEXO

-Figura 11.8

Un subconjunto S de un espacia vectorial es convexa si y sdalo si,
dados dos puntos cualesquiera X, Y € S, entonces:

aY + {1-aly €8 v oa: 0fa(t

Son ejemplos de conjuntos convexos el espacio euclidiano E", un
hiperplano y un semiespacio de EA,

Si dos conjuntos Cy y C2 son convexas, su interseccion 01{1 Co
es convexa. Su unidn €y U €> no es necesariamente convexa. Por
ello, la intersecciéon de un numero finito de semiespacios

cerrados es convexa y se llama conjunto convexo poliédrico.

Una funcién de valores reales f(X) , definida sobre el conjunto
convexo [, es convexa si Y s6lo si, dados dos puntos distintos

cualesquiera X, Y € C:

Hal+(i-a)Y) = a.f(0) + (1-ad.ftY) Va: 0gagl

La funcién f(X) es concava si, y s6lo si, ~-f{X) es convexa.

Geométricamente, en el E2, una funcion es convexa, si Yy so0lo si
el segmento que une dos puntos cualesquiera, no esta por debajo
de la curva que representa la funcidn (Figura 1I1.9).

Una funcidan lineal es convexa y concava.

En el Punto I1.4.2. veremos la . importancia de estos conceptos
aplicados a 1la existencia y a la busqueda de los ¢ptimos en la

P.L. (Ver Anexo l.a).

Las restricciones (2) de desigualdad, se pueden convertir en
igualdades, introduciendo en el problema m-variables auxiliares
de holgura (slack), s;20.
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wad t0d , fid

. X o . X
Funciones convexas X Funciones cdncavas . F ni cdncava ni convexa
" Figura 11.9
AL XL Y e b3y Xy 45y = by
: {3
qRp X F e gy Xy +sp = by
30 si %0 Vizl,...n

Un vectorvEF(XI,...,xn,sl,...,sm) se llamard solucidn basica
admisible del conjunto de restricciones definido por (3), si,
y s0lo si: 1) es admisible (satisface (3)) Y 2) contiene como
maximo m elementos no nulos, que se llaman variables basicas.
Las restantes n variables, cuyo valor es cero, se 1llaman

variables no basicas.

Una solucién basica admisible X, se dice no degenerada, si
contiene exactamento m elementos no nulos.

Un vector X se dice que es un punto extremo del conjunto de
restriccion definido por (3), si, y s68lo si, es una solucidn
basica admisible del mismo.

El problema de P.L., consiste en elegir del conjunto de
soluciones admisibles, una solucion que maximice el funcional
F(X) = Clxl + ...+ Cnxn. -

Se dird que X es un punto extremo (vértice) del conjunto de
restricciones definido por 3, si, 1wy sdlo si, X es una
solucidn basica admisible.

IT.4.2. Planteo del problema de P.L. - Algoritmo de solucidén

La P.L. tuvo su origen al buscar las alternativas mas ventajosas
en problemas de produccién y de planeamiento.
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Estos problemas se caracterizan por presentar una gran cantidad
de condiciones que limitan los valores en juega de las variables

la definicién de una funciotn objetivo que depende de aquellas
variables. El valor de esta. funcién, generalmente un costo © un
ingreso, es el que se optimiza.

Yeamos en un caso clasico de asignacidn_de recursos, como se
plantea la P.L. Para fabricar n productos distintos o realizar n
procesgs tecnolagicos diferentes Ty, Tp, ..- , Tn, se necesitan m
tipos de recursaos Sy, S2y «»- 5 Sps POr ejemplo materias primas,
combustibles, maquinas herramientas, mano de obra, etc. 'lLas
disponibilidades de estos recursos O reservas son limitadas e
iguales a byy b2, .« 5 by - Se conoce asi mismo el consumo de
recursos por unidad de produccion en cada proceso: ajj es el
consumo de Sj; por unidad de Tj;, o sea los coeficientes técnicos

de transformacidn de los recursos 1 en los productos Jj.

Llamando Cj al ingreso debido a la ‘venta de una unidad de
produccién Ij, se requiere maximizar el ingreso total.

Representamos lo anterior en un cuadro:

) Gasto de recursos por fleservas de
Tipo de recursos  unidad de produccidn recursos
m 1 1 ..10n

51 a1y a7 3 - p by

52 321 a2?2 613 cea az,, bz

Sg  3pp 32 I crc mn by
Ingreses por p Cp C3 ...y

unid, de prod.

Designando con xj €l namero de unidades de .produccidn del tipo
T;, se expresara en formulas:

Bax Flxgy.ooyxg) = Egxp + Doxg o t Coxp = <G00 tH
con las restricciones:

app ¥ e A X OBy
. (5)
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donde <.,.> indica producto escalar, vector fila por vector
columna.

Cada wuna de las m ecuaciones de (95) representa en el espacio de n
dimensicnes un semiespacio cerrado y la interseccién de esos m
semiespacios es un poliedro convexo. En laos puntos del espacio en
que cada una de las restricciones (3) de desigualdad _se satisface
como igualdad, y en las x;=0, tendremos una cara limite. Los
encuentras de las caras limites nos dan aristas y vértices.

tas curvas de nivel de la funcidn objetivo son las:
C[ Xl"’-u fcn Xﬂ=tt8
ecuacion de un hiperplano en ED.

La direccidn de preferencia o direccidn del mayer incremento de
la F(X), estd dada por el vector gradiente:

F 2F
VF = ‘:--l L ’-'-‘ = (‘:l’ ave ’Cn;
¢ Xy My

vector fila L € EM™ que es ortogonal a todas las curvas de nivel
que atraviesa.

Veremos un problema muy simplificado, de modo ~ de poder
representarlo geomeétricamente en el plano.

En una central termoeléctrica se deben entregar durante una hora

D kWh con dos generadores que tomaran X1 v X kWh
respectivamente. Las limitaciones . de generacidn son los minimos y
maximas técnicos de cada generador: P; y P i =1,2 .

El costo de generacidn es Cy y Cp por unidad de produccidn.
Se trata de minimizar el costo total de generacidn.
En formulas:
ain Flxy,xp) = Cyxp + Coxp = ¢y + 3xp
xg t xp = D-
3] ¥ Py

X9 ) Py Y
L3 \< PI

12\( ’32
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Como ejemplo indicamos que si se desea tener los mismps sentidos
de las desigualdades, las dos WUltimas restricciones se pueden
transformar en

s )

Representemos en el plano {xj,x3), sienda By=2 ; §1=10 i Pp=3
Po=12 ; D=t7 . Ver Figura II.10

A
X2 :
20 )
- N

%
A 7 N ~YF=1-2;-3)
AN\ ¥ N
15— N
~1D NC
7 Za
— L
07 7
4 v
1 ¥
1 v
54 ¢
2,4/06
1A% %1

1L AI .- —

P L B L L O e e ot g >

5 0 - 15 B X
Figura 11.10
La interseccion  de los semiplanos correspondientes a las
restricciones (puntos comunes), es e} segmento EH, o} sea

- representa geométricamente el -‘conjunto de los vectores (xj3,x3)
admisibles.

{a direccicdn de preferencia de la F es el gradiente con signo
negativo, ya gque se busca un minimo:

2F OF
=GF = - memymms) = 152,50)
7y 312

que es ortogonal a las curvas de nivel F = 22Xy + 3Xp = cte.

a curva de 6 aivel que minimiza F, es la que pasa por el punto H

de coordenadas x1*=10 ; x2f=7 y el valor de ¥ = 2.10+3.7 = at.

Graficamente se vé gue si F fuese F=3xy1+2x2 la solucion optima
seria el punto E=(5,12) con F¥=39 y que si F fuese F=2x(+2x3p
todo el segmento EH seria solucidn, con el valor Optimo F*=34

para toda punto de EH.
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Veamos un ejercicio puramente matematico, al que sin embargo
podria darsele una interpretacidn econdmicasz '

odx Fixq,xg) = x1 + %3

con las restricciones:

X 9 {a)
x2 £ 5 (k!
xytZxp 12 {c) n

Ly v oxp 12 td)
%0 %230 le

Podria ser un caso de asignacion de recursos, donde cinco insumos
estdn limitados y se pide conocer la cantidad a fabricar de dos
productos x;, x5 en modo de maximizar el ingreso Fixi,x2).

Graficamente:
l'_
XZ \
? \d) L)
* F\.\ \,\ {
TH25! {b)
BIOSY nmmmmmiyss N\ T TP T T
.
. X" (4,4]
*H ~
\\ )
VF ’ \\ (c
4 F*=8
f.;\-:-&s,z) RN
i} E
3 \\
——————+ Gfi’,?'m el
Algar 5 X

Figura I1.11

En la figura se ve como se obtiene geométricamente la solucidn
£*=(4,4) » buscando . la curva de nivel, gque segun VF, tome el
mayor valor compatible con (7)§ obteniéndose la solucidn en el

vértice D de diche recinta: F 4 + 4 = g,
* \

Algoritmo de solucidn

Algoritmo es todo conjunto de reglas gque definen un procedimiento
de calculo que a partir de ciertos datos iniciales obtiene un
resul tado determinado.

En la P.L. el algoritmo mas utilizado, en diversas variantes, es
&l de Dantzig o Simplex, que es un métado algebraico iterativo.
Nt ,;{ /_F—',\
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En la P.L. cobran especial relevancia dos teoremas fundamentales
que aseguran la existencia de extremos de determinadas funciones
(Afnexa 1 ). E1 teorema de Weierstrass nos asegura que si el
conjunto C de valores de X admisibles es compacto (cerrado vy
acotadn) y no vacio y la funcion objetivo F{(X) es continua en X,
entonces F(X) tiene un madximo global, o bien en el interior o en
el contorno de € (condicidn suficiente). En el caso de la P.L.,
la F(X) es obviamente continua y las condiciones de este teorema
se cumplen con la sola condiciodn que el conjunto C sea no vacio y

acotado. '

El segundo teorema fundamental, el teorema 1local-global, da como
condiciones suficientes para que un maximo local sea un maximo
global, que C sea no vacio, compacto y convexo y que F(X) sea una
funcidn continua concava respecto a C.. S

Recaordando que las funciones lineales son concavas (y convexas) y

que el conjunto € de X admisibles es un poliedro convexog, surge
como importantisimo resultado para la P.L. que si el conjunto C
tiene por lo menos un punto y es acotado, entonces existe un
maximo local gue ademé&s siempre es global.

YF=¢

X3M
F=cte.
X2

Figura 11.12

Geométricamente, el problema de P.L. consiste en hallar un punto
en el espacio EM, que esté sobre la curva de nivel mas alejada en
la direccidn del gradiente de F, VF, perc dentro o tangente al
poliedro convexo C de X adm%sibles. Es geométricamente intuitivo,
gue la solucidn’ no puede estar en un punto interior, sino en 1la
frontera de C , o sea en un vértice o varios y por 1o tanto en
ese caso Sen su combinacién lineal, aristas o caras (Ver Figura

IT.12). N i
Al
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La solucidn puede no ser udnica pero el valor optimo de la funcion
objetivo F*(X*) sera unico.

Basandose en 1los teoremas anteriores, el método simplex procede
del siguiente modo: Elegido un vértice cualquiera del poliedro
convexo admisible, se calcula el valor de F y se lo compara con
el valor de F en todos 1los vértices adyacentes. Si .en algun
vértice el valor de F es mayor {(menor si buscamos un minimo de
F), se lo compara nuevamente con 1los valores de F en vértices
adyacentes. Este proceso se prosigue hasta que se encuentra un
vértice en que F es mayor que en todos las vértices adyacentes, o
sea un maximo local. Por 1o tanto también es un maximo gleobal vy
no hace falta seguir la husqueda. Si fuese igual el valor de F al
de otro vértice, todos los puntos de ese segmento serdn soluciodn
del problema de P.L.

Agregamas que si n>m en (4) y (S5), entonces existird un vértice

en cuyas soluciones (n-m) o maAs de las variables de decisidn son
iguales a cero; es decir, existe al mepos una solucidn gue tiene
a lo sumo tantas variables no nulas, como restricciones de

desigualdad.

Recordemos que hay. dos casos en 1los cuales no hay soluciodn al
problema de P.L.: 1) cuando las restricciones son incompatibles vy
por tanto el conjunte de oportunidades es vacio (ej. xg-1 x30)
o cuando el conjunto de los X admisibles no es acotado (ej. x;30,
%230 , xytxp 3 10).

Por ultimo veamos el ejercicio de la formula (7)) gque fue resuelto
geométricamente. Apligquemos graficamente un algoritmo tipo
simplex. Comenzemos con el vértice A=(0,0) donde la Fp=0 vy en
los vértices adyacentes B y G donde las F respectivas
valdran Fpt0,3)=8 F(5,0)=5 . Elegimos cualquiera, por ej. G
FE(35,2)=7 y Fa(0,0)=0 ., Nos corremos a E ’ Fp(4,4)=8
Fg(5,0)=5 . Se elige el punto D y vemos que en los vértices
adyacentes c y E , la F toma 1los valores: Fc(2,3)=7

(3,2)=7 . Por tanto tenemos un médximo local en el punto
D"=(4,4) con F*(4,4)=4+4=8 s maximo gque por otra parte es
glaobal.

En los casos de dimensiédn mayor a 2, las restricciones (5) se
transforman previamente en igualdades, introducienda @ variables
auxiliares de holgura (slack), mayor que cero:

[
[~
—

g Xt a xp tn tayy X, +‘xn‘1
’ : 19
SRRV E P A N A [ TR R T . by
BRI ¥i=1t, 2, ...,

El algoritmo del simplex parte de una snlucidn bdsica admisible,
geométricamente representada por un vértice del poliedro convexo.
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Generalmente se toma el origen, cuando es admisible, x;=0 x>=0
e Xn=0 y las wvariables de holgura igual a las constantes de

restriccidn:  xpe1=by  Xp+2=bB3 .. XpemT=bpe

Los pasos siguientes consisten en calcular el valor de 1la F¢ )
y moverse luego al vértice vecino gue tenga el mayor valor de F.
MatemAticamente ello significa analizar para cada una de las
variables no bdsicas, en cuanto s las puede incrementar, sin
dejar de satisfacer las restricciones, y en cuanto se incrementa
la funcidn objetivo. Desplazandose segun el incremento mayar de
la F, una variable pasa a ser basica y otra deja de serlo, o sea
se ha pasado a otro vértice. Este proceso, guiado generalmente
por un algoritmo de solucidn de (3'), come Gauss-Jordan, se
continua hasta que la F no se incrementa .al pasar a un vertice
vecinn, esa serd la solucidn del problema de P.L. :

Resclveremos un ejempla elemental

adx F=xg+xptax3
x| L 20
X7 \( 10
XS ‘( 15

k1 %0 X7 %90 3390

; : X3
5|D _E
|
i
|
I
VF
H G
10
T g
L7 0 2
//
. .
7
JRe
20,”
A B
|
Figura 11.13
Si partimas del veértice 0=(0,0,0) los vértices  adyacentes

daran: Fp=20+0+0=20 Fr=0+10+0=10 Fp=0+0+15=15 .



Nos corremos al vértice A . Los adyacentes, no explorados aun,
son el H 'y el B, y en ellos: Fp=(20+10+01=30 Fy=20+0+15=35
Pasamas al vértice H ; sus adyacentes son D Yy 5]
Fp=0+0+15=15 Fg=20+10+15=45

G es la solucidan Optima: xl*mZO x2*=10 x3*=15 y FX=25 |

I1.4.3. Dualidad. Interpretacién de las variables duales

Es sumamente interesante, por su significado técnico y sus
aplicaciones practicas, el hecho que a cada problema de
programacion lineal, corresponde un programa dual.

Los aspectos teéricos fundamentales, se dan en el Anexo 35,
planteando en este punto la dualidad desde un punto de vista
formal y. con ejemplos que nos permitan visualizar los conceptos
mas importantes.

El problema original, llamado 'primal o primario, es el problema
del maximo de la P.L.

adx FUD = <C,0
X

sujeta a

T
| = |

m

-~
oo

con X , b vectores columna
v /
en este caso el problema dual, e&s el problema del minimo:

ain GIY} = <b,YV?
Y

sujeta a
(2)

1=
=
[,
oo

A

con Y, C vectores fila

desarrollando, ambos problemas sera:




risario

sujeta a

dual

—

sujeta a

el vector
el vector

Veamos un ejemplo

primario

sujeta a
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mdx F=Cymg vl 4 Coxg

g Xyt Fag xp { by
ag) Xy * e * 39n %y B2
. (1)

a1 Xyt oo to2gy xq K by

Y0 e 2500

uin Ezb’yl*h2y2}10n+b.y.

ap¥Et et g v X
VR SIRTTIE Y B PRV,

: {2")

p YL F ot Ve X Gy

y,),o vaeun y,),O

,xn)T es columna,

n—dimensional
sYp) es fila,

m—~dimensional

ndx F = xy +xp

nt2x§12
2xp ¢ xp{12

x(%0 a0

Figura 11.14
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dual
ein 6= 12 y[ + 12 Y2 -
sujeta a
Yit2y1
2y ¢+ y2 3 1
IRA ¥y220
Figura I1,15
El optimo del primario es x1*=4 x2*=4 Yy el wvalor de 1la
funcidn objetivo F¥=34+4=g
El Optimo del dual es y1*=1/3 yz*—l/S Yy el valor éptimo del
funcional: 6% = 12¢1/3)+12(1/3) = . Vemos que F¥ = X
Otro ejemplo en tres dimensiones:
primario dual

adx F = X -xtxg

ninG=20y1+10y2+15y3

kg & 20 TRR!

X9 & 10 yp ) -1

X3 ¢ 15 y3 ) 1
205050 %50 V205 v2%05y3%0

ya que
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Resolviendo geométficamente O por simplex:
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Figura II.1&6 ~ Figura II1.17

x¥ = (20,0,15) v¥ = (1,0,1)

FX 20 - 0 + 15 = 35 G¥ = 20 + O + 15 = 35

Observemos que a cada restriccion bj corresponde una variable
dual vyj. En este caso y2* = 0 lo que significa, como veremas,
gque la restriccidn correspondiente no actia o es sobreabundante.
(Ver Figura II.16, el plano x3 = 10 no pasa por el punto xX,
puede variar en un entorno y no modificard la soluciodn). Como Yl*
e y3* son distintas de cero, las correspondientes restricciones
son activas y se cumplen como igualdad: x3; = 20; xz = 15, o
sea las variables de holgura son igual a cérao. :

Si analizamos el procesc de construccidén del dual, es facil ver
que el dual del dual nos da nuevamente el primario. Es asi que

como xz* = 0, la segunda restriccidn no es activa vy, > —1 (dado
que yp > O). Las otras se cumplen como igualdad: y; = 1 vz = ‘1.
La naturaleza de los problemas duales, queda - clarificada

empleando los ' multiplicadores de Lagrange, ya que las variables
duales pueden considerarse los multiplicadores de Lagrange del
problema primario. (Ver Anexos 1.b y 35). )



Las funciones de Lagrange para ambos problemas, en lenguaje
vectorial, son:

prisario dual
LY = CE 4 ¥ $b-Aup) LY, 0 = Y.b + (CF.A)LE
=X+ ¥h - YK = Y.b ¢ CX - YA

Resultade extraordinario qgue indica que la lagrangiana vy las
condiciaones de Kuhn-Tucker son las mismas para ambos problemas.
En base a este resultado, se derivan 1los siguientes teoremas
fundamentales (Demostracidn en Anexo 5):

T.1.: Condicidn necesaria y suficiente para la existencia de una
solucidén, en un problema de P.L., &s que los conjuntos de
valores admisibles tanto en el primario como el dual, no
sean vacios.

T.1.: La condicién necesaria y suficiente para que un vector
admisible represente una solucidn a un problema de P.L.,
as qgue exista un vector admisible para el problema dual,
para los cuales los valores de las funciones objetivo de
ambos problemas, sean iguales.

JT.1.: Una condicidn necesaria y suficiente para que los vectores
admisibles x*, Y¥ resuelvan —los problemas duales es que
satisfagan las condiciones llamadas de holgura
complementaria:

(c - Y¥a).x¥ = ¢

It
@]

Y¥. (b - ax¥y

lo que se desprende directamente de las condiciones de
Kuhn-Tucker.

Hay uwna condicidn que caonviene recordar, pues es muy Util para
resolver los problemas de P.lL.:

Si una cierta restriccidn se satisface en la solucidn como
desigualdad estricta 1 (L), entonces la. . wvariable dual
correspondiente eg cero en la solucidn, Yy sSi una variable es
positiva en la seleccidn, entonces la restriccion de desigualdad
correspondiente en el problema dual, se satisface como igualdad.

Si, por ejemplo, resolvemos el problema dual encontramos de este
modo, en forma immediata, que variables primarias son cero en la
solucidn y que restricciones de desigualdad primarias, se

satisfacen en la solucidn dptima &*, como igualdades.



‘Vemos un ejemplo:
gin F = 5xy + Jxp ¢ 12x3 ¢ 1204
con las restricciones:

Xy ¢ x3 ¢ 2!; »1
xg t 2xg txg 3 1

x5 %0 Vi
por ser de cuatro variables no podremos resalveria
geométricamente, pero como solo tiene dos restricciones, a cada
una de las cuales corresponde una variable dual vy, vyp, podremos

resolver el problema dual graficamente:

- dyal -
gix & =yp+yr
restricciones
1 {5 {a}
y2¢ 9 (b
yp +2yp § 12 {c)

Iyt a2 (4

Y120 5 vz 90

problema ya resuelto en 11.4.2.

con lo gque sabemos: c¥ = g

Ademas, reemplazando vy¥, (a) y (b) se satisfacen como desigualdad
estricta, por lo gque sus correspondientes variables duales son

igual a cero:

x1¥ =0 xo¥ = 0
En el punto optimo y¥ (c) y (d) son igualdades, significando
estp qQue . !
X3* > 0 X4* >0

pero mas importante aun, al ser y(* vyo¥ distintas de cero, las



restricciones del problema primario son igualdades (el dual del

dual es primario). Sabemos entonces que:
F¥ = Sx; + Sxp + 12x3 + 12x4 = 12x=3

y las restricciones:

)

X1 * X3 + 2%x3 = x3x + 2xg
Xp + 2x3x + Xq = 2xz + Xq =

dos ecuaciones con dos incognitas, podemos resolver:

x¥g3 = 1/3

we

x¥< = 1/3

comprobamos que

F¥ = (1/3).12 + (1/3).12 =

Interpretaciéon de las variables duales

8

+ 12x4 = 8

Dado que las variables del problema dual son multiplicadores de
Lagrange para el problema primario, pueden interpretarse (Anexo
5) como la sensibilidad del valor optimal F¥ de 1a funcidn
objetivo con respecto a 1los cambios en las canstantes de
restriccion b;, o sea
e
x* = ——- 0 desarrollando:
ob
. yE*
Y = -
1 7b1
- <
yEX
y* = e
m )
/b
De forma analoga, considerando el efecto de cambiar las

constantes de restriccion del problema dual, sera:



78"
5* = ——- o desarrollando:
IC .
X ’>G*
X4 = —-—--
2Cy
76"
xn* = —-= i
D Ch
Si una variable dual Y*i = 0, el valor Optimo de la funcidn

objetivo F¥ es independiente de la constante de restriccidn
respectiva bj, dentro de un entorno suficientemente pequefo. {Ver
Figura II.18).

En este caso podria elimiparse la correspondiente restriccion sin
que varie el optimo, no tiene efecto alguno sobre la solucitn del
problema.

FA == ;.;_
//’Tf\\
| |
|
|
1
1

y;*
Figura II.18

En ciertos problemas de distribucitdn o asignacion de recursos,
las variables duales tienen la dimensidén AF/ Abj) o© sea de un
precio (pseudoprecio) del recurso bj, precios imputados, precios
sombra o precios de cuenta.

Si 1a restriccién correspondiente al recurso bj, no &s limitativa
o activa, o sea se cumple en el 4ptimo como desigualdad estricta,
significa que la demanda es estrictamente menor que la oferta,
determinando un precic sombra igual a cero.

La solucién es entonces, come se ha vista, independiente de la
oferta total disponible del bien dado, ya que existe mas que



suficiente de. ese bien, en relacidn a su uso en el punto dptimo.

Si en la solucion 6ptima del primafio, Xxi>0 , entonces 1la
correspondiente restriccién del dual se satisface con iqualdad:

q1i Y1 * azi y2 + ...+ ap; yq = C;
en consecuencia, para los bienes producidos, el valor del recurso
empleado en su produccidn, es exactamente igual al beneficio

unitario, obtenido por la venta del productao.

La valorizacioédn de los recursos por medio de las variables duales
Yi» s entonces una valuacién por costos de eportunidad.

Por otra parte, como en el punto oOptimo, el valor de ambas
funciones objetivo, FX y G¥ es igual, significa que el maximo
beneficio es igual al minimo valor de los recursos.

I11.4.4. Aplicaciones

Ejemplo 1. Veremos con mas detalle el caso de asignacion  optima
de recursos del Punto I11.4.72.

Se trata de maximizar el valor F de un conjunto de bienes xj que
se producen a partir de un conjunto dada de recursos o factores
b -

J a

La "funcidn econdmica” o "funciodn de satisfaccion” se supondrd de
tipo lineal y se trata que tome el maximo wvalor compatible con
las restricciones impuestas.

nx F=ppxp +ppxg+ ...+ Py *p

Pi = precio unitario de los productos i
cantidad del producto i

X3
restricciones:

I I VRS ATV TP A 1

gl X tagzpxp ... 4 3y Xn | bg

Xy )0 Vi

4
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aji son los coeficientes técnicos de transformacion de los
recursos j en los productos 1.

Resuelto este problema de P.L., se obtienen:

— Las cantidades xj de bienes producidos.

-~ Los costos marginales ligados a cada xj : dF /dxj, resultante
de producir una unidad m&s del bien 1i.

—~ Los costos marginales ligados a cada restriccién: dF/dbj,
resul tantes de restringir en una unidad el empleoc de un
factor.

Plantearemos un caso concreto muy simple:

Se trata de producir dos bienes: portaminas y lapiceras gue
tiemen un precio de venta de 1 & cada un mil. Se consideran tres
recursos o factores utilizados en 1a fabricacién de estos bienes,
de los que se dispone: 4 kg de cobre, 11 kg de aluminio y 18 kg
de material pldstico. Por cada mil portaminas se utilizan 1 kg de
aluminio y 3 kg de material plastico y por cada lapicera 1 kg de
cobre, 2 de aluminio y 1 de material plastico.

Se desea maximizar el ingreso. En fdérmulas (x3=1 o x2=1
significan 1.000 unidades). Ver Figura II.19..

X2
F=7, A=(0,4)
B=(3,4)
c=(5,3)
D=(6,0)
Bf42,4)
C1=(5,2;2,4)

X1

Figura I1.19

mér F=xtx

I
NI‘
i



restricciones:

13§ 8 ta)
1+t d U )  WF =111}
gt oxp (18 i)

Xt %0 5 xp30

Planteamos el dual:

ain B =dyy + 1lyy + 1By3

y2 +3y3 5 1 {d)
yi t2y2 t y3 )1 te)
1320 5 y220
Observando la Figura 1I1.19, vemos que en el primario, la
restriccion (a) no es activa, la variacién de by = 4, dentro de
ciertos, limites, no afecta la solucidn x1*=5 x2*=3 F¥=g. Por

ello la variable dual correspondiente serd nula en el punto
éptimo:

F
yl* = 0 0 sea -~ =0
2by
Como las restricciones (b) (c) son activas, y->0 y3>0 y las

restricciones (d) (g) en el dual se cumplen como igualdades. Este
conocimiento, nos permite resolver el dual resalviendo el sistema

¥2 ¢ 3y3 = L
ZYZ t y3 = i
O sea
y¥r=0 3 y¥>=0,4 3 y¥3=0,2 ; ©6¥=g8
Conocemas los resultados al costo margimal dF*/dx1=1 dF*/dx2=1
y los costos marginales de las variables de holgura
dF X X dF ¥ « drF ¥ v o 5
—-_——= = vy = O @ ———a= =04.-——-=y =
db ! * dby, 2 7 dbx s ’

Si variamos la restriccion (b) en una unidad o sea x; + 2x2 ( 10,
vemas gratficamente que se representa por Bi1C; y el nuevo punto
optimo es C; de coordenadas x¢= 5,2 Xxp=2,4 , la nueva F¥

idfi\f
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sera F¥ = 5,2 + 2,4 = 7,6 por lo que

que ceoincide con yp = 0,4

El significado de Y*i #s el de un precio sombra, precio de cuenta
de eficiencia [17] valoran la escasez y utilidad de 1los bienes vy
servicios involucrados. En este caso el precio sombra del
aluminio es 0,4 #A/kg. ’

El problema primario se trata de encontrar las cantidades de
bienes a producir, xj, a partir de. K cantidades limitadas de
recursos bj, que maximizan el valor de la funcién econdmica F,
siendo conncidos los precios p; de los mencionados bienes xj.

En el dual se determina el sistema de precios vy; correspondientes
a la utilizacién de los factores bj, tales que el sistema de
precios p;j de los producteos, resulte satisfecho. Esto significa
que__ las cantidades de factores o recursos bj incorporadas a una
unidad de producto xj, seran tales gque las sumas de sus valores
aj;y Y1 + ajp vy + ... + ajn yn sSea igual o menor que el precio
p;j de una unidad de producto xj.

Dado que las funciones objetivo del primario y del dual; son
iguales en el optimo, el maximo beneficio, es igual al minimo
valor de los recursos. (Ver mas detalles en Anexo 5).

Estos calculos son vaAlidos en un contexto invariable, como es el
de una empresa que no ejerce una accién significativa sobre el
medio en que estd inserta. Pero a medida que los programas
abarquen el largo plazo, =1 contexto y el calculo econdmico estan
menos determinados. )

Por ejemplo 1las disponibilidades by varian (la duracion del
trabajo, la capacidad de equipos y maquinas, etc.), la eleccidn
de la tecnologia es mas libre, con lo que varian los ajj; los
preciaos pj varian en el mercado de bienes.

Ejemplo 2. Productos ligados. (11 (pag. 28).

Una refineria produce dos productos distintos en una misma.
operacién y por eso se los llama productos ligados. Se operan dos
procesos: el de destilaciédén y el de cracking catalitico o

desintegracién. En ambos procesos se producen productos blancos o
livianos como la gasolina y querosene y. productos pesados como el

fuel-oil.
i

Llamando xy el volumen de crudo disponible para procesar, en
toneladas por alo, y x la parte de los productos pesados
resultantes de 1la destilacidn que se reprocesa por cracking
catalitico. En la Figura 11.20 se indican la proporcion de
productos bilancos y pesados que se obtienen.
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Figura I1.20

' Pmﬁﬁdoé
[ 06x; } blancos

O"@A—:-———-——-—_J

2x7

——=02x } Productos

pesados

LR

Com bustiblq del
proceso y perdig

Las capacidades maximas de procesamiento son Mjy y M, y se trata
de minimizar el costo de operacién de la refineria, frente a la
demanda qp Yy Qp de productos blancos y pesados. En férmulas:.

ein 6 =Cj x; + 9 xp

C; = costos de operacién

Cy mucho mayor que [y

restricciones:

0,3x) + 0,6 -x7 ) qp
0y4xy + (0,2-10x7 ) gqp

Xl . \( Nl
X & M
X %0 19 2,0

En la Figura 11.2! se representan estas

graficamente la solucién.

{a}
(b}
(c)
(d}

ecuaciones y se obtiene
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Figura 11.21

Coordenadas del punto ¢ptimo

x¥X{ = 0,75 gp + 1,56 ap

—_—
X
ko3
[N}
|

= 0,625 qp — 0,78 qp
Camo Cy > O VY C2 2 0, el punto édptimo PO variard hasta que

€y 0,6

Co 0,5

Las restricciones (c) ¥ {(d) no son activas en el caso dibujadc

(depende de la demanda de productos Qp Y qp), pero en algur
momento seran limitantes, a medida que crezcan esas demandas.

£1 planteo del programa dual seréa:

méx F = qpyyt qp.yz - Myy3 - Moy

0,5y; + O,48y7 - y3& 0y
0,6y; - %,8y2 - va Y]

yi%0 3 yph 0 5 ¥z %0 i va )0
donde para el caso de Figura 11.21, sera y*3=0 y¥53=0 y la
restricciones son igualdades:



0,57[ + 0,4YZ = Cl {1
0s6y; - 0,8y; = Ly (2}

el optimo serd:
m=uMQ+m&Q;ﬁ=%”%*mﬂmr%%r%o

La interpretacidn de (1) es: Es optimo destilar una cantidad x*l
tal que suU costo C; sea igual aj valor agregado calculado con los
precios Y1 & Y3. Recordemos gue Y1 ® y2 son los precios sombra o
costos marginales de los Praoductos blancos % pesados
respectivamente. .

La relacidn* (2) indica que es optimo reprocesar hasta una
cantidad xTo de productos Pesados, tal que el costo de
oportunidad sea igual aj valor agregado por el cracking
catalitico.

Analizando el valor de Y*l VEMDS que nunca es nulo, o sea que la
cantidad de productos blancos nunca Supera las necesidades del
mercado. Esto resulta evidente en 14 Figura 11.21, ya que siendo
Cy20 C£220, la recta 6% solycion Pasa  por el vértice A dei
poliedro convexo ABCDE, y cuando Mucho coincidira con AE o pasara
por el vértice E (AB, B, C, npo Pueden ser solucisn 6ptima).

Si despreciamos C2 frente a Cy, 10 que es razonable y recordando
que Cy es €l precio del crudae, por ®jemplo: 20 dél/br, tendremos:

Y1: = 20 x 1,248 = 23,94 g/p
Y2© = 20 x 0,94 = 18'8 4/

Esto indica cdmo los costos Parginales de los productos son
proporcionales al precio del crude de acuerdo con una relacién
puramente técnica.

Ejemplo 3. Despacho hidrotérmico.

Daremos 1los lineamientos generales de um caso dindmico, o sea

variagble en funcion del tiempo, Plantedndolo como un problema de
programacion lineal estdtics.

Se trata de un aprovechamiento hidroeléctrico que turbinando un
caudal x de 8gua genera wuna cantidad Gy = a x de energia
eléctrica, siendo a el coeficiente de transformaciéon m3 de
agua-kWh generados. La demanda D se Satisface con GH ¥ un sistema
de generacidn térmica Gy que tiene un costo lineal de C.Gr.



- 75 -

)
— &

N3

g,l

=

£ «— @
y

N by
At r [’ : /.
= .
Figura 11.22 Figura I1.23
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Figura I1.24

Se recibe agua en funcidn del tiempo Q(t) y se entrega el dique
al comenzar el periodeo con Sg m3 de agua y se entrega el dique al
comenzar el periodo con Sg m2 de agua y debe ser entregado al fin
de un afo con Sp m> de agua.

Discretizamos el problema en lapsos At , con 1lo que la funcion
Demanda D(t) se lee Dy, ... , Dy ; la cantidad de agua embalsada
en esos periodos: S, inicial, Sy, ... , Sp3 la cantidad de agua

recibida de 1la cuenca @y, Q2, ...', B4. La cantidad a turbinar,
para generar energia eléctrica, estd limitada por la potencia de
los turbogeneradores, digamos X. La ecuacidn de continuidad nos
dice que

si = gi=1 + @g; -~ X3

o sea el agua embalsada al fin del periodo i es igual al agua que
que se tenia al finalizar el periodo (i-1) mas el agua @j
recibida en el periodo i menos el agua turbinada Xj. Se trata de
minimizar el costo de la generacién térmica en todo el periodo.



El  "truco" ests aqui en reemplazar el agua turbinada en funcion
del tiempo X(t), por n variables X153 Xo, ... > Xns cada una de
ellas indicando 2]l agua turbinada en cada periodo, como si fueran
independientes, Se ha transformado Un  problema dinamico en un
problema estatico.

Funcién objetivo: .
min F = £y 0y -a LER I S Ly (b, - a Xq)
n n
pin F = _2 Ci'Di | 3 Cj.xj'

restricciones:
peripdo |: B0 4 @ -K 0 lagua existente + agua recibida - agua turbinada % 0)
periodo 2; S0+ @y -y + U - X920

periodo n: 59 4 gy -y ¢ b -Xp+ .0, - I ) 80

ordenandao:
X 50+
Xt 8040+ 1
xl*xzh..+x,,\<s°+nf+02+...+an-5"
o %0 .. o

Con los datos, la resolucién de este programa lineal es
facilmente realizable por el método Simplex.
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I'T CONTROL Y OPTIMIZACION DE SISTEMAS DINAMICOS

Hasta ahora hemos visto los problemas de praogramacidon matematica,
casos estdticos que consistian en elegir valores de unas ciertas
variables, llamadas de decisidn, dentro de wun conjunto dado de
valores admisibles, de modo tal 'que optimicen una funcién dada
llamada funcidn objetiva.

El problema dina&mico, en lenguaje econdmico, consiste en
distribuir recursos escasos entre objetivos que compiten en un
intervalo de tiempo, que va desde un tiempo inicial hasta un

tiempo final. Matematicamente, se trata de elegir funciones del
tiempo para ciertas variables llamadas de control que mediante un
sistema. de ecuaciones diferenciales describiran, una vesz

‘resuelto, el cursc temporal de las variables de estado. Las
variables " de control se eligen de modo tal que optimicen un
funcional dado, llamado funcional objetivo. Este es el problema
de control &ptimo. :

111.1. Sistemas dindmicos. Control

El andlisis de los sistemas dinamicos, convenientemente
modelizados, nos ayuda a entender distintos fendmenos a nuestro
alrededaor.

El campo de la teoria de control, tiene por objetivo influir en
el comportamiento de los sistemas. :

Un sistema dinamico, se modeliza normalmente mediante
un sistema de ecuaciones diferenciales:

Xy = filxy, %9y «ue y xp)
xp = talxy, X4 eue y Xp!

Xp = folxg, x93y wony xp)

o vectorialmente

Sus soluciones son las trayectorias que indican el desarrollo en
el tiempo de las variables de estado (xy1, x2, -.. , Xp) O sea su
comportamiento. '

!
Para controlar este sistema, se introducen variables de entrada

{inputs) CH1 .. y  Hpe que bajo control externo modifican las
soluciones segun se desee. '



h = fylxgy oy x5 By vee s Bp)

in = falxgy oin i By eee s i)

| o

= HE o

Los modelos de variables de estado, buscan las trayectorias de
todas esas variables, a partir de un conjunto de condiciones
iniciales. En muchos casos solo interesa el comportamiento de

algunas variables de especial importancia o ‘susceptibles de
medicidn. Estas variables se llaman variables de salida
(outputs). Como ejemplo el sistema "automévil” tiene una serie de
variables de estado tales como el movimiento de pistones,
engranajes, presion Yy temperatura de gases de combustion,
velocidad y direcciédn del vehiculo. De estas, en 1a mayoria de
los casos, solo interesa, 0 son facilmente medibles, 1la
velocidad, la direccién del movimiento, 1la posicién; estas son
las variables de salida: outputs. Las variables de entrada,

inputs, _podrian ser en este caso la posicion del acelerador y el
giro del volante. El resto de las variables queda en una caja
negra.

En fﬁrmhlas, para el caso lipeal:

It = At + Baplt)
(1)

H

Y(t) = C.x(t)

C = ratrices constantes
Y = Vector de variables de salida 1

Hay dos conceptos duales importantes, observabilidad Y

controlabilidad, en sistemas de entrada-salida, — ——

PRttt

Diremos que el sistema (1) es{completamente controlable} si para

X(0) = 0 y todo estado dado X3, existe un tiempo finito ty vy

variables de entrada p(t), continuas por trozos, O<tgty, tal que
X(ty) = Xy

Un sistema es completament controlableA:Ei su estado se puede
llevar en tiempo finito desde &1 origen; & Cualquier otro estado.
Como ejemplo citaremos el cantrol de un helichtero, un cohete en
su lanzamiento. .

S5e dird que el sistema {I} es completamente observable, si existe
un  t3>0 , tal que el conocimiento de Y(t) para todo t, Ottty es
suficiente para determinar X(0).

Conociendo 1los valores de las variables de salida (outputs), el
valor del estado inicial 5€ puede inferir si el sistema es
completamente observable.



Las variables de control, se determinan corrientemente sobre la
base de la chservacion de las variables de salida.

5i la estructura de salida es deficiente en el sentido que no
provee informacitn completa sobre el vector estado, entonces no
cera en general posible disefdar estrategias de control adecuadas.

Entonces, un buen control reguiere ambas condiciones: habilidad
para inferir que =13 lo que el sistema estd haciendo

{observabilidad) y la habilidad para cambiar el comportamiento
del sistema (controlabilidad). '

111.2. Optimalidad

El problema basico de control optimo, puede expresarse en tiempo
continuo, definido en un intervalo fijo O < t- ¢ T de este modo:

.- Kt = £(Kit); ptt) (2)
con las condiciones iniciales
oy = X, (3
y un conjunto de controles admisibles:
pitr €t - | {4)

Yy un funcional objetivo:

T
J = FIX(m +j LX), gith) dt (5)
0

a maximizar o minimizar.

La restriccian (4) generalmente tiene la forma de desigualdades
en las componentes de ptt), por ejemplo la potencia de un motor,
una cantidad de combustible, cantidad de recursos, etc.

- ! I3
En (5) F e 1 son funciones de valores reales de sus respectivos

argumentos. EI1 término F(Xt(T)), llamada funcion _final, es la
contribucién al funcional objetivo, del estado final. Por
ejemplo, esto aparece si se desea controlar un mévil en modo tal
de 1llegar a un tiempo final dado con maxima velocidad, o

planificar asignacidn de recursos en el tiempo, tal que se llegue



al finmal con el m&ximo posible.

El término integral representa una contribucién qQue se acumula
durante todo el tiempo O & t KT, por ejemplo si se desea

minimizar el consumo total de combustible de un cohete o
maximizar un ingreso. Un probhlema especifico puede tener F = O
6 I =0 pero no ambas. I( ) se llama la funcidén intermedia.

1
Con el funcional tal como en (3), el problema se 1lama de Bolza,
mientras que si I es idénticamente nula, o sea J = F(X(T)), se
le denomina el problema de Mayar (Anexo 4),. '

En el problema planteado, p(t) es la incégnita en 0 ¢ t  T.
Cuando se 1la conoce, la ecuacidn (2) y 1la (3), se determina

univocamente una trayectoria de estado X(t), Ot ¢ T. Ambas
X vy n determinan un valor de J. EIl problema es encontrar la
funcidn vectorial de control pit), 0 ¢t ¢ T, que satisfaciendo

las restricciones (1), optimice la funcional J.

III.2.1. Programacion dinadmica

La programacidn dindmica es una de las modernas aproximaciones,
junto con el principio’ del mé&ximo, al praoblema general del
control, segun (2) (3) (4) y (5) del Punto IIT1.2.

Para resaolverlo, Bel Iman aplicé el "Principioc Basico
Optimalidad” para = obtener una relacidn de recurrencia
undamental. Este dice 1lo siguiente (daremos mAs adelante otra
version). "Una politica optimal tiene 1la propiedad de . que
cualesquiera que sean el estado y decisidn iniciales (es decir el
control), las decisiones restantes deben constituir una politica
eptimal con respecto al estado resultante de la primera decisién”

[3].

Como resultado obtuvo una ecuacidn en derivadas parciales,
llamada ecuacidn de Bellman (caso del MaAXimo) :

)J’ 4 | (X, n) (QJ‘ fX,U) )}
- ——— = pdx ¢ ( =-—--
- i 1 Ayl 3 X y 1LA,L

donde <. , .> indica producto escalar.

La condiciédn de contorno asociada a esta ecuaciédn es: !

CI¥XTY,TT = FexdTy)



Generalmente esta ecuaciodn no tiene solucidn analitica (ver AnexoD
4.c.). Se utilizan mas corrientemente los métodos numéricos que
resuelven las versiones discretas de la ecuacidn de Bellman.

Estudiaremos un caso particular de la solucién por programacion
dinamica. _

Se busca el maximo o el minimo de la funcién de N variables.

R(xqs%2, »-» »XN) = Q1(x3) *+ gpixp) + ... + gN(xXN)

con las restricciones:

xy + Xo * ... + Xy = X
%)
xi » 0O
Este es un problema aparentemente simple de asignacion de

recursos, donde la utilidad total es suma de las utilidades de
las actividades individuales.

Las dificultades que presentan otros métodos camo el de Lagrange,
es que necesitan que las funciones gj sean continuas Yy
diferenciables, lo que no siempre se da. Por aotra parte con el
métoda de Lagrange obtenemos maximos o minimos relativos y no
absolutos y si no analizamos bien el praoblema, podemos llegar a
considerar puntos de inflexidn como extremos. §

Por otra parte debe hacerse notar que los métodos que operan con
derivadas de funciones que en la practica no se conocen con
precisiédn  sino con  un cierta margen de error &, pueden dar
soluciones irreales. Esto no ocurre can los métodos que usan
integrales, donde los errores se "aplastan".

Estas situaciones se han graficado en la Figura III.1, en cuya
parte a) vemos la grdfica de una funcidn discontinua y otra que
atin siendo continua no es continuamente diferenciable y por lo
tanto no se les pueden aplicar los criterios clasicos del calculo
diferencial. En la Figura III.1.b) tenemos una funcidn que en el
interior del intervalo presenta extremos relativos y un punto de
inflexidn pero sus extremos absolutos estan en la frontera del
intervalo. En consecuencia, a pesar de satisfacer los
requerimientos de diferenciabilidad, las técnicas clasicas no sOn
aplicables para encontrar los extremos absolutos. En la Figura
I1I1l.1.c) se representa el caso en Qque: se conoce aproximadamente
el valor de 1la funcion, es decir con un cierto margen de error,
pero nada se puede decir respecto a su derivada.
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Figura [{1.]1.2) Figura I111.1.4)

R

. consh
den\"’da, - 4 derivadas
< posibles

Figura IH1.1.c)

Richard E. Beliman introdujo en 1955 un metodo, llamado por &1 de
Programaciaén Dindmica, muy potente, ampliamente difundido.

Como base establecig el principio de optimalidad que exprasa:

"Toda politica Optima debe estar formada POr  subpoliticas
optimas", :

Si entendemos por politica dptima a una secuencia de decisiones
que lleven el sistema de un estado inicial a uno final
optimizando u 1 bietivo, el principio de optimalidad
establece que cualguier secuencia de decisiones entre dos estados
intermedios debe ser también éptima.. ! T

Podemos expresar 1o mismo graficamente (ver Figura IF1.2), en el
espacio de los estados del sistema, donde 1la trayectoria AB es
optima (minima longitud sobre S, superficie de restricciones,
donde las longitudes significan gastos a minimizar).
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Figura 1I1.2

Si el camino AB es dptimo, el camino MN debe serlo tambien pues
si lo fuera por ejemplo el MPN, entonces el camino Optimo seria
AMPNB en lugar de AMNB.

Para resolver el problema (%) planteado, el gue a primera vista
es un proceso estatico de asignacidn de recursos, introduciremos
artificialmente el tiempo bhaciendo gque las asignaciones se hagan
una por vez. :

Primero se asigna una cantidad de recursos a la actividad N,
luego a la (N-1) y asi sucesivamente. Visto asi tendremos un

proceso de asignacioén dind&mica.

Introduciremos asi la secuencia de funciones fnix) definidas
para N = 1,3, ... ,x » O del siguiente modo:
fN(x) = max RUX{,%2, ««. yXy)
{Xi}

donde:

N

Xxi » O 5 Z X3 = X

i=1

La funcidn fyix) es entonces el reédito o ganancia (utilidad)

tptima de la asignacidn de la cantidad de recursos x a las N
actividades.

Supondremos que {fn(0) =0 para N =1, 2, ... ya que
gj(0) = O v i
y también se vé que:

' L Fptx) = gy (x) Y x %0

——— ——
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Buscaremos una relacidn de recurrencia que conecte fnix) y
fnN-1(%x} para N y x arbitrarios.
Sea xn la asignacion hecha a2 la actividad N, 0O & xpy £ x.
Por el Principio de Optimalidad el resto de 1os recursos X—XN s

deberdn ser usados para obtener wuna utilidad mAaxima de las
restantes (N-1) actividades.

Como por definicidén, la utilidad optima para las (N-1)
actividades con recursos X=XN es fry—1 (x—xpn) vemos que la
asignacién inicial de XN a la actividad N resulta dar una

utilidad total:
anixpn) + Fy—q (x—xp? (X%)

para todo el proceso de N actividades.

Un proceéo optimo de eleccidn de XN serd entonces el que
maximice esta funcidn (Xx%x).

lLa ecuacidn funcional bdsica sera:

i = pdx ) gulngd) # fo (exggd Y v oN=23, ...
N e 1 HOW) * e o) 3

x50 y frlx) = gglx)
Conocida f; se obtienen las f; inductivamente.
A efectos de tabular valores, se discretiza el problema tomando
para x, no un i1ntervalo comntinuo sino

x =0 ,0 , 20, ...icv... RA

dependiendo A del problema y de la capacidad de cdlculo vy
memotria que se disponga. : ’

,Resumiendag:

f1ix) = gy (x)
se memorizan los valores
fl(kﬂ) k = 0,1, ... ,R
. l
Folx) = max { go(x2) + F1(x—xm)
2 O<x o< x 2V%2 1 2’
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donde se toman sdlo los valores

o, A, 24, ««... 5 RO

folx) = max i gp(kdy + £1(x — kb))
J

KE(O,1,...,R? J
Se comenzara evaluanda
go(0) + fq(x)

versus

gg(ﬂ) + f1ix -
tomando la cantidad mayor. Luego
go(2b) + fiix - 248)

se calcula y compara con la anterior y asi sucesivamente.

Puede usarse una tabla coma la siguiente:

X fltx) xlix) foix} xz(xl
0 - - - -
A . . - -
26 - - - -
R4 - - - -

111.2.1..1. Aplicaciones a un despacho econdmico hidrotérmico

f

Hagamos previamente una aplicacidon al problema del despacho
cargas, para unidades termoeléctricas.

Sea una central con tres generadores.

de

|

—_— . ———— ————
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5
P2=x2 |

Como en el ejemplo anterior se busca minimizar

P'T =X1 'P3=X3

G = FI(PI) + Fz(Pz) + F3(P3)
Siendo -Fj el consumo de combustible de la unidad i expresada en
%/h., :

Para seguir mejor el algoritmo recurrente de Bellman, usaremos la
notacidn anterior:

P1 = xq, Po.= x5, Pz = xz, D = x, G =R
minimizar
Rixy,x0,x3) = g1{x1) + golxo) + gz (x3)

Con las restricciones

\

[N
i

P¥1 omin € X3 < oxy max 1, 2, 3

X) + oxp + x3 = x

En el siguiente esquema  se indican la potepcia de rcada unidad,
desde el minimo ail maximo que pueden generar, con su  costo
especifico:

.unidad 1 unidad 2 unidad 3

MY s/h MW $/h MW s/

Commmmm i IO N T e e e
25 680 | 15 265 ) 30 890 |
20 385 10 130 25 670
15 260 5 50 20 490

\ 10 i2s | T L T N 1 1s 280

___________ N N T
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Las formulas de \recurrencia serdn:
\’“\.___-——Aw—.’l

f1ix) = gy (x)

—— e i

Folx) = min ) (x>) + F1(x=x)
2 ogxzgx | 9272 1 2 }
fx{x) = min (X)) + fo{x~x=<)
3 o™ { g3 (x3 2 3}

y la tabla correspondiente, discretizando el problema en tramos
de 5 MW,:

et o . ————— e —— e T i —— T — . ek " e oy . Wi e " el S~ A e o W . . A . ey o S . By ek S i e iy Yt S el S o s e i

X fq(x) x4 (x) folx) Xz (x) F3(x) xz(x)
5 - - - - - -
10 123 10 - - - B
15 260 15 175 =] - -
20 483 20 253 10 - -
25 680 25 370 15 - -
30 - - 523 15 433 15
35 - - 750 15 535 13
40 - - 243 15 670 15
45 - - - - 705 15
350 - - - - 10153 20
55 - - - - 11935 25
60 - - - - 1415 30
635 - - - - 1615 25
70 - - - - 1835 30
En este caso las restricciones 'son de minima y de maxima

generacién, poar lo -tanto a medida gue se asignan recursos a las
distintas maquinas (se las pone en marcha) la generacion minima
es la suma de minimos de cada una.

Observamos que el proceso puede considerarse fisicamente de este
modo: cuando comenzamos con la primera unidad el combustible, o
el dinero, se le asigna sdlo a ella y ella es la magquina optima.

Al considerar la unidad 2 con la 1, f2(x) y xp(x) constituyen
una mdquina ficticia con minimo 15 y médximo 40, con un consumo
indicado por fo(x), que en cada caso es dptimo.

Esta maguina ficticia se combina con la unidad 3 y se obtiene la
f3(x) y xz(x) de minimo 30 MW y maximo 70, también Gptima.

com— —— e
—

Se ejemplifica para el caso 25 MW.

————

- _—— — = - —— - . ——

-— - e — —
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unid.1 = unid.2 = g unid. fict. = f,
—————————————————————— 40 945

25 680 15 265 35 750

20 485 10 130 30 525

15 260 5 50 25 390

10 125 | e~ 20 255
——————————— 15 175

La evaluacidn para ese punto es la siguiente:

g2(5) + §1(25-5) = gp(5) + £;120) = 50 + 485 = 535

f2(25) = ainino J g2(10) + £1(25-10) = gpt10) + £,(15) = 130 + 260 = 390

265 + 125 = 390

o

g2(15) + £1(25-15) = gyl15) + £,(10)

El minimo podra obtenerse asignando a la unidad 2 tanto 15 como
10 MW. En el ejemploc se asigng 15, pero podria haber sido
igualmente 10, generalmente, al haber coincidencia, alguna
consideracion fisica permite la eleccidn.

Aplicacidn a un despacho econdmico hidrotérmico

Este es un problema muy dificil, que obliga a recurrir a
poderosas herramientas matematicas (calculo de  variaciones,
andlisis funcional, principio de maxima). Con programacidn

dindmica, la resolucidn es tedricamente muy facil, pero puede
haber dificultades por necesidad muy grande de memaoria o tiempos
de cdlculo muy largos.

Nos planteamos el siguiente problema. Una central hidroeléctrica

Yy una central térmica.
Uit) ; (f:) (f:)

El estado del sistema Hhidraulico queda determinado por la sola
variable x(t) que da el volumen embalsado para el tiempo t, sus
restricciones son

x & x & x




Llamaremos:

J(t) = ingreso de agua en el tiempo t (m3/s)

E(t) ‘= evaporacién de agua (m3/S)

R(t) = gasto de agqua para riego (m3/9) )
u(t) = agua turbinada en la central hidroeléctrica H (m3/8)

//La ecuacitdn de estado sera:

dx
-— = J(t) - E(t) = R(t) - u(t)
dt
con las condiciones Jiniciales x(tg) = Xg (volumen inicial

embalsado) y la funcidn objetivo, seré maximizar los ingresos:

ts
I = F(R(t), ul(t)) dt
tO

R(t) da la componente de ganancia por riego, Qque podra ser
negativa si no se cumple lo comprometido. Esta componente podria
no integrar I, siendo en ese Caso una restriccién que se debe

cumplir.

La generaciédn hidroeléctrica serd
et = Poacen

Podra considerarse gue se vende esta energia H(t) con ciertas
condiciones de restriccién, o considerarla integrando un despacho
econdmico de cargas. En este ultimo caso, siendo la demanda D(t)
y la generacion térmica T(t) vy G(T(t)) el costo de generacion
térmica, y suponiendo peérdidas de transmisidn nulas:

TL(t) + H(t) = .D(t)

y se trata de minimizar: .

te
Jf G(D(t) - ? (ult))) dt
tD

o sea H(t) sustituye, a costo cero, generacion térmica.

Este problema se presenta generalmente como un broblema de
extremos fijos y restricciones multiples. N
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Se dan las condiciones inicial x{(ty) y final x(tyg) del
embalse.
Para su tratamiento por programacion dinamica, se tomaran

intervalos de tiempo k =0, 1, 2, ... , N iguales'y en ese caso
x(k) sera el volumen embalsado al comienzo del periodo k.

Jd (k) sera el volumen de agua que llega en el periodo k. (m>)
E(k), R(k), u(k) son también volumenes expresados en mS.
Discretizando el problema, la correspondiente ecuacién de estado,
serd:

x(k+1) = x(k) + J(k) — E(k) - R(k) - u(k)

< x € X u g ugu

{x

y la funcidn objetivo a maximizar:

N .
B = b FC D(k) - Grtutk)) )
k=0
donde F nos da en cada intervalo (k,k+1) el rédito que puede
esperarse por aplicar el volumen u(k) de agua, a generar energia
eléctrica. Para desarrollar un ejemplo conceptual, pero no

demasiado complicado, haremos:

N
B = 2 Plu(k))
. k=0

Esta funcién P, que presentaremos en farma de tabla, tiene en
cuenta los contratos normales de la generacién hidroeléctrica,

buen pago en las horas pico (por energia y potencia) vy
consecuentemente menores pagos fuera de las horas pico (sdlo
energia, que reemplaza a maguinas generadoras de mejor

rendimiento). También puede temer en cuenta, la disminucidén de
rendimiento cuando el salto hidrdulico (pelo de agua del embalse
menos cota de restituciédn aguas abajo), es' significativamente
menor gue el de disefo.

Consideremos el siquiente ejemplo, donde:

TN
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x(k) = volumen del embalse al f
J{(k) = agua que ingresa en el p
u(k) = agua turbinada en el per
P(utk))= ingreso por una venta de

frixtk)l= beneficio Qque se obtil
cuando el nivel de agua
dptimamente desde el est

inal del periodo k
eriodo k )

iodo k
energia u(k)
ene al final de la etapa k

es x(k), habiendo operado

ado inicial.

Supongamos Que 1a funcion Poes invariante en el tiempo, poOr
simplicidad, y esta dada por una tabla para k = 1 ... N en
realidad deberia ser Pylutk)).
Se trata de maximizar:

N

= P(u(k))

k=1

Suyjeto a las restricciones:

- Xmin £ x(k)
Upin € utk)
La ecuacidn de estado es
x{k) = x{k—=1) + J(K

damos los siguientes valores numéricos

N =3
K J (k)
1 20
2 40
3 30

e o i o i Bt T

Las restricciones seran:

x (k)
utk)

1

NI

0
0]

?
Fijamos como condiciones inicial y fi
x (0}

x(3)

1|

{ Xmax
$ Umpax

y — ulk)

_-_-_.__.__——__.—-___.____-_—_-——

utk) P(u(k)
0 -10
10 12
20 30
30 40
40 45
50 50
& 950
£ S50
nal:
30
S0

—_—————— —— -
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Jn=20 Ji2)=40 J(3)=30
X
",10 ul \520 '
o %)
=10
W
U1)=20
30 (1) 80
L s 0
1) x(0) = 30 J(1y = 20
‘ ue1) 0 x(1) = S0 £1(50) = -10
ull) = 10 x(1) = 40 f1(40) = 12
. utl) = 20 x(1) = 30 f1¢(30) = 30
ul1) = 30 x(1) = 20 f1(20) = 40
ull) = 40 x(1) = 10 £1(10) 45
2) J(2) = a0 x(2) = 50
x(1) = 50 u(2) = 40 f2(50) = -10+45 = 35
x(1) = 40 ul2) = 30 f2(50) = 12440 = 52
x(1) = 30 u(2) = 20 f2(50) = 30+30 = 40
x(1) = 20 u(2) = 10 f2(50) = 40+12 = 52
x(1) = 10 u(2) = o f2(50) = 45-10 = 35
u(2) = 20 fX(50) = 60
Efectuando el mismo andlisis para x(2) = 40 obtenemags
fX(40) = 70 u(2) = 30
Para x(2) = 30 f2%(30) = go ul2) = 30
Para x(2) = 20 f2%(20) = g5 ul2) = 40
Para x(2) = 10 f2¥(30) = 90 ut2) = 50
Como el estado final es x{3) = 50 tenemos que determinar f=z(50)

Dado

que J(3

)

30



x(2)
x(2)
x (2)
x(2)

Del estado
restriccidn

Hay soluciones alternativas

con

Hay dos caminos alternativos que dan un beneficio total maximo =

100

ALTERNATIVA

ALTERNATIVA

= 50 u(3) = 30 f3(S0) = 40+460 = 100
= 40 u(3) = 20 fz(50) = 30+70 = 100
= 30 u(3) = 10 f3(50) = BO+12 = 92
= 20 w3y = 0 f3(50) = 85-10 = 75

x(2) = 10 no se puede partir porque no se cumple la
del estado final.

f3¥ = 100
u(3) = 30 Yy u{(3) = 20

20 u(2) = 20 u(3)

1 u{l)

30 uf(3)

1t
1

2 ul(l) 20 u(2)

La expresidn recursiva es:

1

Fuix(k)) = max ) Plulk)) + F_g(x(k)=J{kI+utk))

k 1 k—1
xmin < x(k=1) & xpax ; Umin < ulk) € Upax
Xmin * J(Kk) = x(k) & ulk) & xmax *+ Jk) — x(k)

Evaluado para -

Xmin < x(k) L Xmax

f1 (x(k)) = P( x{0)+3(1)=—x{k) ) CONDICION INICIAL

Xmin € X(K) & Xmax

La condiciodn final la imponemos evaluando

Flx(N)D solo para x(N) = xfp
!

30

20
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I111.2.2 Principio del Maximo de Pontryagin (PMP) [91 , [13]

El PMP tiene una estrecha semejanza con el "principio de minima
accion” de la mecdnica analitica y en cierto modo tiene su origen
en la teoria de Hamilton-Jacobi.

Hay también un substrato comun de este principic con el mé&todo de
Lagrange y con la programacidén dindmica, lo que es analizado en
el Anexo 4.
Resolveremos por este meétodo, el caso planteade en el Punto
anterior:

Xtt) = $(X(t),Uet)) {1)

definida en un intervalo OLt<{T con las condiciones iniciales dadas

X(0) = x, (2)

-

y un conjunto de controles admisibles:
gty €V (3}
y un funcional objetivo que supondremos se quiere maximizar:

T .
I=FIUT + 1 folx, 00t (4)

7

[
O™

Para evitar complicaciones en los desarrollos posteriores, cuando
se desee minimizar J, simplemente haremos

7
R -0 o= -FC) - 1 fy it
[

Recordemos que planteado asi este problema, no se busca el punto
donde la funcidn objetivo toma su Optimo, sino el extremo de una
funcional (4). La solucidn no es un numero, sino una funcién, la
trayectoria (t). Esta X no se obtiene resolviendo simplemente la
(1), ya que desconocemos la forma matemdtica de U(t). Una vez
determinada U(t), gue sea admisible segqun la (3) y maximice la
funcional (4), se la reemplaza en el sistema de ecuaciones
diferenciales (1), se lo resuelve y se obtiene asi la X(t).
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Escribiremos las (1) a (4) en forma explicita:s

dxy
--- =gy = filagy eeey Xgi gy eee upl
dt :
cens (1)
dxg
—= =g ® fplryy vee s Xpi Uy v ug}
gt
0 = 6By 5 ey l0lE %0y {2')
fufthy woe , uptth €V . {3
Al
3= Flay(T)yxglTh, wov yxgtTH ¢ } folayy ove sXpillyy -o otpldt (4")
o 0
Siguiendo a Pontryagin se suele simplificar la funcional

objetivo, introduciendo una nueva variable

ot
xplt) = Fixy(T), oo Xt + Ji folxy oor s%pibpy oo- yup) dt
0

con lo que

xplt) = +Q(xi, e sHAQIULy e yUp)

con la condicidén inicial

Xpt0) = Fix1(T), wo= » Xn(T))

y el problema del maximo queda reducido a una expresion mas
simple, lo gue Sse busca es el maximo de xg(T). En determinados

casos sera util recurrir a este artificio.

Procediendo en forma analoga a como sS& hizo en lous problemas
estaticos, se afade al problema (1°)...(84") un vector fila de
nuevas variables, unra por cada una de las n ecuaclones
diferenciales (1°) (ofician de restricciones?:

p(t) = (pyp(E)y v s pn(t))



Estas nuevas variables, se llaman de coestado y son los
equivalentes dindmicos de los multiplicadores de lLagrange (Anexo
4.c).

Daremos directamente 1los pPas0s necesarios para la aplicacion del
Principio de MAximo de Pontryagin:

a) Se construye la funcidn hamiltoniana

H(xl,...,xn;ul,...,ur;pl,...,pn) = fg(LU) + pyf (K,U) + pofplX,U) ¢ .., 4 PplfpiX,U) {3

b) resultan asi, los dos sistemas de n ecuaciones diferenciales

ol 7 Y
Il R T Xy = == {4)
fop 92 %Py
con
0l = a0 5Ly xp(0) = a0 {7
sl . £iH . AL
PLE==" § P o pp=- (8)
iy fixg g
con las condiciones finales:
nF 7 F D F
PIUTY = === 5 pplTh = == .oy pptT) = —-- )
I [ o
X VX9 “An

c) La expresidn del Principio del Maximo, sera entonces:

Para gue exista un maximo del funcional J, es necesario que
siendo U(t) el control optimo y X(t) la trayectoria de estado
correspondiente a ese control optimo, existan las funciones
P1{t)...ph(t) tal que se satisfaga la condicidn:

ndx H(xl,...,xn;ul,...,ur;pl,...,pn) Yt ogtgTr o {10}
Hew

3

Notamos gue si el maximo es interior (no en el contornao de
W, la condicidn (10) significa:

D H 7~H

= =0 3 ... 3 —-— =0 vV t O <t <«T
Tuy TPur '
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I11.2.2.1. Ejercicios y aplicaciones

Sea el problema de tiempo édptimo, donde se quiere transferir al
sistema, una masa dada, desde un estado inicial a uno final
dados, en el tiempo minimo. '

Tendremos solo una variable de control u vy recordemos que
seguiremos hablando de busqueda del maximo, por lo que en este
problema haremos -J, dado que buscamos un minimo. Tendremos

entonces:

1
méx J = - }f dt = - (T-0) = -T
uft) 0

Si u es ta fuerza aplicada a una masa unitaria

dz)(l dle
W= g ===- = ---- {fuerza = masa x aceleracién)
dt? dt?

y xi es la distancia de la masa, a un punto dado como origen- del
movimiento. Llamando a dx1/dt=x1=velocidad del movil, tendremos
el sistema de ecuaciones diferenciales:

S—
> .
]

= xp
. -1 g utt) (1
| faes

b
~
u

y se trata de jlevar el mévil desde las condiciones dada,
x1(0)=xP; 3 x>(0)=x% al origen (0,0) en un tiempo minimo.

El Hamiltoniano es:

H=-1+pp.xp+pau
& ’
pr=0 i PN
prit) = ¢4 ppith = -cit + o7 {cy, g = ctes)

la u 6ptima, u*, dado que en H aparece solo el término pp.u que
la contiene, .debera ser: !

u¥ = 1 si pz > 0 vy u¥ = -1 si po < o

para que H sea maximo V¥ t. 0 sea

—_— —— —

_— ——— = —— —



u¥ = sgn(po)
Como pp(t) puede cambiar de signo una sola vez, por ser lineal,
la solucidn optima, conmutard cuando mucho una vez el valor de
u¥, de -1 a +1 6 de +1 a -1. :

Veamos otro ejercicio de aplicacion. [73.

1
i L
!
i
b e ]
STz v
e T
q
i |
S B
S
e
_‘—4. -
1 2)

Figura III.3

Se bombea un liquido en el tanque (1), a razon de u lts/seg. Para
el tanque (2), se supondria que el caudal q es proporcional al
nivel x; '

) ;l=k1xl+k2u

1 ;2=k3 Xt

Partiendo de ambos tanques vacios, encontrar la estrategia
optima, u Optimo gque maximice para T=10 segundos

adx  J =gy apUT) ¢ o xp(T) = xp(M - con cg=0 gp=1
Haremas kj=kp=kz=0,1

xp == 0, xp + 0,00
x7 = 0,1 xq

0 el It/seg.



condicién inicial

J xgi1) =0
] st = 0

H=ppty +pafp = pp 01k ¥ 0,1 u) + 0,1 X1 p2

s 0,1 0,1
py=--—-=0,1p -0,1p o
1 7” s M 1t P2

R H o

pp - - F

2 Jxg

tomando el unico término de H que contiene la u debera ser

o sea si

como:

serad

que para t<T es

lo que obviamente

gax 0,1 uf

ppro = ut=1

peo = d=o

13
[~J

py(T) = pyt10)

]
—

pplT) = ppli0) =

i

pait)

pyit) = - 0 HET 4y

p1>0 o sea la solucidn es

=1 vt oogtgT

significa bombear a maxima capacidad

bomba todo el tiempo. '

—— _— —— ——

—-—

U —
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Aplicacidn a un despacho econdmico hidrotérmico

Flantearemos las @cuaciones que permitan solucionar este problema
pPor aplicacidn del Principio de Maxima de Pontryagin, esbozando
sSu solucién

J INGRESO OE

AGUA PLANTA
N TERMICA

P 6

DESCARGA DE

ASUA A LA

PLANTA DEMANDA D (t)

HIDRAULICA
La curva de demanda D(t) es un dato. El sistema es Provisto de
energia eléctrica por dos centrales, una hidroeléctrica y otra
termoeleéctrica (problema visto en ITI1.2.1.1.), Conociéndose de

esta ultima el costo de generacidn, el que generalmente se supone:
FIB) = a.6 + b 62 a, b = ctes.

De la central hidroeléctrica nos dan el ingreso de agua al
embalse I{(t), como dato determinado.

La ecuacioén de Continuidad nos dice que
dxg
----- =1-u Y
dt

siendo xj{t) la cantidad de agua embalsada.

Se desprecian en este caso el efecto de la evaporacion o el agua
que pasa por vertedero.

uugu

siendo u, U, el minimo y el maximo -caudal de agua a turbinar;
tambieén

3 € x1 & %3
La potencia hidroeléctrica sera:

Pty (l+cxpy (2)
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Hy. es la altura nominal del agua y c el factor de carreccion de
la altura de agua por los cambios en la cantidad de agua
embalsada.

§=D0-P {3)

Se desprecian las pérdidas en la red.

El problema del despacho econdmico hidrotérmico, quedara
establecido en estos términos:

Dada 1la curva de demanda D(t), las condiciones inicial y final
del embalse, x3(0) x3(T), determinar el control u (agua
turbinada), en modo tal que sea minimo el costo total de
combustible, integrado en el perioda (0,T) de la central térmica.
Para plantearlos como un problema de mdximo, cambiaremos el signo
de la integral:

T T
adx J=-jF(§ldt=-/fa6+b62)dt ¥
0 0

Haremos ahora una aclaracidn, en el problema (1) (2) (3 (4) no
aparecia explicitamente la variable t, o sea se trataba de un
sistema autdnomo. En nuestro caso dade que

G(t) = D(t) ~ P
aparace t explicitamente en D{(%).

Es por ello que introduciremos una variable auxiliar x2=t con Ilo
que nuestra sistema de ecuaciones diferenciales seréa:

dx, .. .

—-zxy=-F6) =~ (ab+b6d ()
dat

dx ‘

—_—— = xl = [ -u tb)
dt

dx9

——— = xz = | ‘7’
dt

!

con las condiciones iniciales:
xpl0) = 0 3 x1(0) = xBy ; x2(0) = O

Notese que la variable x5 aparece para eliminar la integral de la

- ———- -
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funcional, o gea

T
xn=~/F(Gi at
0

Se trata ahors de determinar el control dptima u¥ que maximice

T
XgfT} = [ FIB) dt
0

Aplicando e] PMP:

H= = FIB) + py(l-u) + py )

siendo

dp| 2 NDF oF 76 dF
e S HoCou (9)
dt ’axl 2 Xy 76 ’)xi d§

recordando que

B=D(t) - P =DM) - H, (1 +cxy)y

o OHdF dBit)

e em s . {10)

it Yxy dB gt

el Procedimiento normal de soluciodn sera maximizar & ¢t e}
Hamiltoniano en losg términos en que aparece la u.

s p; <O => ¥ =g SIopp >0 = u¥sy
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Aplicacidn a un problema de crecimiento oOptimo y asignacidn de

inversiones

Ne

x

biﬁu

c

I=xt

C=yx2

Los suscriptos 1, 2 indican los sectores de inversidn y consumn
respectivamente.

El sistema de produccidn quedara definido por:

dxy
== xp = Bpuxg - haxp = (Bpu-h) x .
dt
(1
dxp
-—-=12=02(l-u) Xy
dt
xl0) = Iy ¥200) =
0Cugl 0L tgT
siendo:
xift) = stock de capital en el sector:i, en el tiempo t =
variables de estado.
u(t) = fraccion de la inversidn asignada al sector 1 para
el tiempo t = variable de control.
By = relacitvn producto—capital en el sector i =

Parametro.

relacién de obsolescencia del capital en el sector
1 = Parametro.

>—‘
]

Se trata de encontrar el programa o6ptimo de acumulacion de

capital en los dos sectores (inversiton y consumo), modelo de’

crecimiento donde el unico margen de decisidn es la asignacidn de
la inversidn entre los dos sectores. Se supone que el capital,
una vez asignado a un sector, no puede setr usado en el otro, ©
que la inversidn es irreversible. Este modelo ha sido tratado en
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profundidad por Domar, Feldman, Mahalanobis y por
of Economics Studies (oct. 1968 pag. 465-480).

Bose en

Review

El objetivo sera 1la maximizacidn de la integral de la funcién
utilidad, descontada, definida sobre el consumo corriente.

Siendo f = parametro de descuento social el problema sera:

:
néx }e'ﬂ xplt) dt
0

sujeto a (11) y a que

Bi »0 5 B2 %0 5 By3Ad; 8; -A > p

plantearemos la solucion por el PMP:

es un sistema no auténomo, t aparece explicitamente por lo que:

) ;n =gt X9 - %pl0) = 0
Ky = B u-dl oy xg{0) = I
xp = (1-u} By x, x(0) = [,
Xy = | x3(0) = 0

el Hamiltoniano:

H=eft xg + py (Byu- A) xp + pp {1-u) By xy
J - A
L -#

y para analizar la u¥ que corresponde a la solucidn
considerar los siguientes términos de H.

Pt By u -1+ py (L-ul By

et

H= oo pp B xpu-pg B2xqyu
coma X120 resta maximizar L
(pl Bl‘pz Bz)u
si Pl -ppld0 = uf=g

si Py -ppBy (0

optima,

basta
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Analizada esta expresiéon (pjBi—-ppB2), encontraremos un valor de
t=t : 0<t§t, punto de corte para los valores de u*, tal que

Vot oogtgr = b=

Vot : o oagtgT o= ub=0
Antes de t=x, todo el capital se vuelca al sector inversion vy
luego de t=1 se vuelca todo al consumo.
Aunque no tan representativo de los requerimientos normales, pero
mds simple para su resolucidn matemdtica, nos propondremos como
funcional objetivo:

[
max I = xo(T)

lo que significa maximizar el consumo al fin del periodo temporal
en estudio. En ese caso, suponiendo

x1¢(0) = 1 - xp(0) = O
#=p (Byu- Al x + pp {1-ul Bz xy = xq (p181-pglp) u + fpzﬂz'piA )

- p1(t) = (pyBy-pgBy) u + (ppBy-py A)

(12}

- poit) = 0

Con las condiciones finales:
py(T) =0 p2(T) =1

" Estas ecuaciones diferenciales no se pueden resolver directamente
pues dependen de ul{t) que es desconocida.

Como el Hamiltoniano es lineal en u y dado gque x1>0, sera Mmaximo
o bien con u=0 o con u=1 dependiendo de

piy - pgbpd 0 > ub=d

pify - pBp <0 wf=0

Ahora serd posible resolver el sistema (12).
En el punto t=T

pylT) 8y - pz;T) By =-B7¢0
y por lo tanto

u (1) = 0



A
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Por otra parte siendo
po(t) = O y po(T) = 1
se sigue gue
pp(t) =1 v t

En un entorno suficientemente pequefo de T, la primera ecuacidn
de (12) sera:

- (D) = = dpg(t) + By

cuya soluciodn es:

B2
PLit) = 5 (1 - Mt-T))

Yenda en el tiempo de t=T hacia t=0, pi(t) aumenta su valor gue
comenzo en py(T) = 0, el punto de corte del valor de u¥*=c cuando
pasa a u*=1, se producira en

prlg - palig = 0 asea piy -8y=0 4
By
Py = - NN (13)
Bt
en ese punto, la ecuaciédn diferencial (12) seréa:
- ptt) = (B -A) pytt) con By ) A

Significa que vyendo bhacia atrds en el tiempo, pi1(t) continua
aumentando (py<0}), o sea no hay otro switch o punto de corte

adicional para u¥(t). \\\\\\\\\\\

b -

(=]
N
-
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La solucidn de (13) es:

1
1 =T+4-=In{l - I}
A By

(14)
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IV. TEORIA Y TECNICAS DE DECISION

Normalmente, en nuestra vida diaria, nos enfrentamos con
problemas que requieren por nuestra parte una - toma de decision.
Generalmente se trata de elegir una forma de actuar, entre varias
formas . alternativas posibles, digamos A;, Ay, - s Y esa
eleccién la hacemos tratando que se cumpla algun objetivo o fin
determinado. Nuestras decisiones e basan en tener objetivos
claros, buena infaormacion -y reglas racionales, intuitivas,
heuristicas o adguiridas por aprendizaje Yy fundamentalmente 1la
libertad vy capacidad para aplicar esas reglas.

El desarrollo de las sociedades humanas exigieron decisiones méas
frecuentes con objetivos multiples, generalmente contrapuestos ya
que cada uno de ellos afecta a algunos grupos sociales y favorece
a otros. Surgieron asi, desde el principio de la historia, los
tomadores de decisién o decididores, tales como conductores
politicos, sociales Yy religiosos y ma&s modernamente estructuras
burocraticas y dirigentes de empresa. ’

Definiremos algunos términos y analizaremos algunos procesos que
hacen al problema de la decisidn multiobjetiva.

El decididor, es la persona o grupos de personas, que tienen la
responsabilidad y la auvtoridad para cambiar el sistema de que se

trate. Son aquellos que disponen del juicio de valor final que
permite ordenar las posibles alternativas en funcion de su
“bondad”.

Una unidad de decisidn consiste en el decididor y un grupo de
hombres y maquinas que en conjunto actuan como procesadores de
informacién y en funcidn de ello producen la decisidn.

Un objetivo es wuna enunciacién sobre el estado deseado del
sistema en consideracién, estado gque procurard conseguir el
decididor.

Un atributo es una cantidad cuyo valor refleja el grado de
realizacidn o 1logro de un objetivo, &al cual el atributo esta
adscripto.

Los objetivos suelen presentarse en niveles de jerarquia. En el
nivel superiar tenemos los objetivos mas globales, en cierto modo
ma&s vagos y par tanto. menos operativos. Descendiendo en esa
estructura de niveles de objetivos, éstos se hacen mas
ogperativos, mas especificos y ma&s susceptibles de adscribirles un
atributo. Tenemos como ejemplo un modelo de planeamiento. integral
de los recursos agua y suelos en una cierta region. [3]

El objetivo superior seria mejorar el nivel de vida en la region,
con un desarrollo adecuado de esos recursos.

A un nivel inferior aparecen por ejemplo dos objtivos: asistir al
desarrollao econdmico aumentando la produccidn de bienes Yy
servicios y mejorar la calidad del medioc ambiente, preservando,
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creando y mejorando la calidad de ciertos recursos naturales,
culturales y sistemas ecolédgicos. ‘

A otro nivel mas operativo, concordante con los anteriores,
aparecen objetivos del tipo: mejorar la calidad del agua, cuyo
atributo podria ser 1la cantidad de materia orgdnica y mineral
maxima permitida;s; reducir la sedimentacién, con un atributo
fijado en toneladas por afRo como maximo. ' '

Aun en 1los niveles mas operativos de objetivos, no es facil, en

ciertos casos asignarles un atributo, pero genéeralmente se les
puede asociar indirectamente un atributo sustituto. Por ejemplo a
un objetivo tal como "mejorar las oportunidades de recreacion” se

le puede dar en forma indirecta, el atributo "numero de dias de
recreacion’", entendiendo por tal una visita de un individuo al
adrea de desarrollo turistico y recreacional.

Reglas de ‘decisidn, son un cohjunto de normas y reglas que
tacilitan un ordenamiento caompleto de las distintas alternativas.

Por ejemplo, si el objetivo es "maximizar las ganancias" vy el
atributo "beneficio neto medido en australes”, la regla de
decisidn serd "elegir la alternativa de maxima wutilidad”. Otro
ejemplo, el objetivo "mejorar la calidad del agua" con su

atributo "nivel de materia organica menos de 2 mg/litro”.

Una regla de decisidn padria ser ‘"elegir cualquier alterpnativa
que cumpla el atributo.

IV.1. ANALISIS DE DECISION UNIOBJETIVO

Se trata de encontrar procedimientos que ayuden a la toma de
decisiones en los casaos en que el ndamero de alternativas es
tinito y se trata de optimizar solo una funcién objetivo, siendo
por otra parte, incierta el entarno o el estado de la naturaleza.

€l decididor se encuentra con:

1. Un conjunto de acciones alternativas A= {aj, ag,..., ap?

2. Un conjunto de estados de la naturaleza ' S= (S, S,..:,5q7
donde Sy es una variable aleatoria, cuya probabilidad de
ocurrencia P(S;) puede conocerse.

3. Un conjunto de valor de pago U= (Uj{,..., Uijs---s Upg? en
términos monetarios, en correspondencia biunivoca con el
producto cartesiano AxS, o sea con el conjunto de los rq
pares ordenados Q= {{ay,81)-..(a;,585)...0a-,Sg)>. Donde
Ujj = wiaj, Sj), siendo w la funcidn de pago.

4. El criterio de decisidn, a optimizar, f(aj), donde + es
una funcion a valores reales, definida en A.
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El prablema es elegir una alternativa aj que optimice

de decisidn f(ai).

Cuando hablamos de estados S; de 1a naturaleza, S& representan
todos los factores incontrolables por el decididor,

externos al modelo del problema. El vector 3 tiene

genéricos (aj,5j) cuya primera componente es

segunda no lo es.

La Ujj = wlaj,Sj) refleja la preferencia del decididor
dupla particular (aj,Sj)» lo que puede ser dado en for

o subjetiva.

Un modo compacto de presentar A, 5, G, U es la matriz de pagqos:

criterio

elementos
controlable y la

ma objetiva

S1 S2 v anss 5q
aj Uit Uyi2 [, U1q
3.2 U21 U22 ..... U2q
a,. Ul"l Ul"2 «e oo Urq

Ejemplo: Planeamiento energeético

Supongamos gQque s& ha realizado la evaluacion

D1

D2

_

Figura IV.1. .
i

Se ha seleccionado una alternativa A; que maximiza
netos a valor presente, considerando las inversiones,

los ingresos por venta, en una evaluacién social.

distintas
alternativas para el equipamiento de un sistema eléctrico, €n
funcion de una demanda esperada Dp (Ver Figura IV.1).

ingresos
gastos Y

I ——

—_—— -—
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Un andlisis estadistico nos indica que hay wuna probabilidad
calculable de que la demanda sea Dy, D © Dz. El decididor se
encuentra entonces con un conjunto de estados de la naturaleza
S1s S2,; 53 Qque corresponden a esas demandas y de los cuales se
conocen sus probabilidades de ocurrencia: P(Sy), P(S;), P(S3).

Si se repite la evaluacidn para cada uno de esas tres casos, con

el objetivo de maximizar laos ingresos netos descontados,
tendremos tres alternativas a1, a», azx que corresponden a cada
S.C :

i

En esas evaluaciones se han obtenido los valores de maximos
ingresos que corresponden a (ay, S3) (ap, Sp) (az, S3). Por otra
parte, el decididor debe calcular también los valores de pago que
corresponden a los pares (ai,Sj) con i#j. Estos valores de pago,
incluyen las sabreinversiones realizadas en caso de darse
demandas inferiores, y los menores ingresos correspondientes, o,
en el caso inverso de darse mayor demanda que la esperada,
tendremos no sdlo menores ingresos, sino pérdidas sociales debido
al no suministro de energia.

Tabla |
51 ) §2 53 EM
T U“= 1009 Uu: 500 U13= -100 500
2 Upt= 600 Upp= 1100  Wpp= - 20 | 470
ay U31= 200 Ugp=" 400  Uyq= 1200 | S40
MS;) 0,3 0,45 0,25

En la Tabla 1, se da la matriz de pagos, en una unidad econdmica
convencional, o sea los valores Ujij = w(a;j,Si).

Una regla apropiada de decisidn, es maximizar el valor monetario
esperado o esperanza matematica.

Recordamos que si una variable aleatoria x puede tomar valores
X1 X25 -<-3 Xp cada uno de ellos son probabilidades pj,
P2s.--5pPn tales que: P1+pot...+pn=1; 13p;30 el valor esperado o
esperanza matematica de x serda:

EM(x) = pyxy + poxo + ... + poxp

El decididor eligird4, con esta regla de decisidn, el curso de
accion que rinda el ma&ximo beneficio esperado.

Para aj, el beneficio esperado sera:
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0,3x1000 + 0,45x500 + 0,25x(~100) = 500

Para as:

I

0,3x600 + 0,45x1100 + 0,25x(-20) = 670

Para agz:
0,3x200 + 0,45x400 + 0,25%x1200) = 540

De acuerdo con la regla de decisidn especificada, la eleccidn
sera ag.

En este ejemplo, hemos supuesto conocidas la distribucion de
probabilidades de los estados de la naturaleza, vya sea
subjetivamente o por andlisis de los datos disponibles.

En funcicén de la dificultad en estimar estas probabilidades vy
condiciones subjetivas del decididor, clasificaremos los
problemas de decisidn.

Toma de decisién bajo certeza. Se trata del caso en que sSe conhoce
con “certeza, (P(S;) "= 1), Qque solo uno 'de los estados de 1la
naturaleza ocurrird ciertamente. Suponiendo por ejemplo P{S3)=1 ,
el problema se reduce a‘encontrar:

max U;
i<i¢s 12
que en nuestro caso sera igual a 1200 y corresponde a la

eleccidn de la azg.

Toma de decisidn bajo riesge. Es el caso en gue se pueden estimar
las P(5;), vya sea objetiva © subjetivamente. En algunos casos

durante el proceso de analisis de 1la decisidn, se obtiene
informacidn adicional gque mejora la estimacidn original de p{(Sj).
Este es el caso del analisis de decisidn Bayesiana vy las
probabilidades asi aobtenidas se 1laman probabilidades a

posteriori.

Toma de decisién bajo incertidumbre. Es la situacion donde no es
posible estimar los P(5j) y no se pueden cuantificar 1los riesgos.
En este caso deberd elegirse adecuadamente determinadas reglas de
decisidn, como veremos a continuacidn.

Toma de decisién bajo conflicto. Es una clase-de problemas en 1DS
que el decididor se enfrenta con un oponente racional, con
conflicto de intereses. Este tipo de toma de decision, se estudia
en la teoria de juegos. , '

1V.2. Reglas de decisién. Teoria de la utilidad

Ya hemos visto RD (reglas de decision) para los dos primeros
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casos (certeza vy riesgo). En el caso del riesgo, se da otra forma
de Jjuzgar los valores, reemplazando valores monetarios por
utilidad. Esto mide la preferencia del decididor en una cierta
escala. La correspondiente RD, serda maximizar el valor esperado
de utilidad.

En este caso, la misma cantidad de dinero o beneficio monetario,
puede ser valuada distintamente por diferentes individuos bajo
diversas circunstancias.

Como ejemplo, supongamos dos alternativas de equipamiento
energético ay, ap, con dos estados posibles de 1la naturaleza Sy,
S>, tal que P(S11)=0,8 y P(52)=0,2, con esta matriz de paqos:

Tabla 2
51 52 EN VEU
ay 300.000 ~200,000 360.000 0
ag 300.000 230,000 243.000 245.600
PIS;) 0,8 0,2

El beneficio ésperado para aj; sera:
0,8x500.000 + (-200.000)x0,2 = = 360.000
Yy Ppara ag:
0,Bx300.000 + 0,2x25.000 = 245.000.
Bajo esta RD, el decididor elegira la alternativa aj.
Sin embargo puede darse la circunstancia que no se desee correr

el menor riesgo de perder dinero, eventualmente porque no se
dispone de él1, eligird en este caso la. as.

RD en caso de incertidumbre

a) Criterio maximin o regla pesimista- (Abraham Wald).
En el caso de 1la Tabla 1, el pesimista comenzaria por
analizar el peor resultado, la ganancia minima. de cada

alternativa. Para ay es —100, para ap es -20 y para ax es 200,
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c)
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Eligiendo la alternativa agzy que tenga el mayar beneficio
entre todos los minimos (maximin), el decididor se asegura
que el peor resultado que puede esperar, es al menos el mejor
de todos los peores. 0 sea

max { min [Uijj Yy = Uzq.
i J
Criterio maximax o regla optimista.
En este caso, el optimista supone que el. futuro le deparara
un estado S; que le brindara el mejor valor econdmico a la

alternativa que seleccione. Por lo tanto para cada
alternativa considerara& la maxima ganancia

—m———— e ————-

ap | to00
ag | 1100
a3 | 1200

y luego elegird el mayor de esos valores, 1200, con lo que en
este ejemplo se decidird por la alternativa ag

méx { méx L Uij 1 ¥ = Uxz
1 J

Criterio Laplace. Supone que las P(5;) son iguales, con lo
que 1la RD serd buscar el curso de accidn que rinda el maximo
beneficio esperada, calculable pues hemos supuesto los
valores de los P(5;5).

Regla de Leonid Hurwicz (coeficiente de optimismo a). O<a<ll
Se trata de una RD que forma una combinacidn lineal entre los
criterios maximin y maximax. Para cada alternativa aj, se

calcula un valor

Ujta) = a min { Uj; > + (1-a) max { Ujj; 3
J J

. para un dado a, se selecciona la alternativa Qque maximiza

Ujta), o sea: )
!

max { Ujla) 3
1
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Aplicado al ejemplo de Tabla 1:

ag Uylal = a (-£001 + (1-a) 1000 = 1000 - 1100 a
ags Upta) = a (- 20) + (1-a) 1100 = 1100 - 1£20 a
a3 Ugla) = o ( 200} + (1-a) 1200 = §200 - 1000 a

ul
1200
1100
1000
0
Figura IV.2
Representando las Ui (x) en la Figura IV.2, vemos que la

alternativa ax es no inferior, y para todo valor de a debe ser
seleccionada por esta RD.

Teoria de la utilidad [53, [172)

Los problemas a que condujo la suposicion de que la utilidad era
cuantificable, en el sentido de que se 1le ‘podia asociar a cada
bien un numero determinado, fijo, que representaba la cantidad de
utilidad asociada a &1, llevd a muchos economistas a realizar un
analisis ordinal de la utilidad. (L1731 pag. 61).

En todo proceso de decisién, se deberd establecer un orden de
preferencia, en modo de poder ordenar las alternativas, para su
seleccidn.

Si el orden de preferencia se establece por ejemplo por una
funcidn econdmica, cuantificable en numeros reales, el problema
queda solucionado.

Una numerosa clase de problemas de decisidn, son tales que el
decididor posee una estructura de preferencia, cualitativa, que
al permitir construir wuna funcidn de utilidad, simplifica 1la
seleccidn de la alternativa mAs conveniente.

Daremos solo algunas nociones elementales de la Teoria de 1la
Utilidad, necesarias para entender los puntos siguientes de este
capitulo, aconsejando para su profundizacion ver (S].
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El orden de preferencia, es una relacion gque permite ordenar las
distintas alternativas, reflejando 1la preferencia del decididor.
Esta relacidén no puede ser arbitraria 'y debe necesariamente
poseer determinadas propiedades algebraicas, que la caracterizan.

El1 orden de preferencia, -es una relacidn binaria entre dos
alternativas o situaciones A y B y expresaremos que:

A > B significa que "A es preferible a B" (orden de
preferencia estricto).
A ~ B significa que "A es indiferente a B" (orden indiferente).

A » B significa que "A es al menos tan preferible como B”
{orden de preferencia-indiferencia)l.

Partiendo de la relacién )%, podemos definir las otras dos:

1. A~ B <=> AYB y BeA
2. A+ B {=> A4V B y no se cumple B A

La habilidad del decididor est& en construir en forma directa o
indirecta una relacion 3 entre sus alternativas.

Sea X = {a, b, > el conjunto de todas las alternativas
admisibles. Si R es una relacién binaria entre sus elementos,
diremos que:

R es transitiva si aRb y bRc => aRc
R es reflexiva si aRa.
R es simétrica si aRb => bRa.

R es antisim&trica si aRb y bRa => a=b (a y b idénticas).

R es completa (o conectiva ) si ¥ a,b € X ~aRb o bRa.

Para que R sea una relacidn de: orden, debe ser al menos
transitiva. En ese caso, si ademAs es:

- reflexiva, se llama de preorden (quasi-orden)
!
- reflexiva y completa, R es de orden débil

— antisimeétrica, reflexiva y completa, R es de orden lineal

- si es no reflexiva, R es de orden parcial estricto.
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El tipo de orden }, dependerd del problema que se estd estudiando.’
P P

Si » es una relacidn de orden débil, diremos que las alternativas
a y b estan en la misma clase de indiferencia, si y sélo si aszb
y bra (a es indiferente a b). Si ademas 2 s un orden débil, la
relacién ™~ es reflexiva, simétrica y transitiva, o sea las clases
de indiferencia son clases de equivalencia que particionan a X “en
clases numerables 71, Z2,...,ZNn,...

En este caso se demuestra facilmente que existe una funcién a
valores reales, llamada funcidn de valor, v, definida en X, tal
que ¥ a,b € X:

atb sii via) 2 v(b)
O sea que:
ayb sii T ovta) >'v(p) <
Y ‘ : : ) N
" a™ b sii v(a) = vib)

&

Funciones de valor aditivas

~

Lo visto se aplica tanto a problemas de decision uniobjetivo como
multiobjetivo. En este ultimo caso, debera construirse una
funcion de valor multiavariable v(xl,...,xn), lo quE'suEIE_%EF
dificultoso. En algunos casos se puede construir wuna funciédn de
valor para cada atributo y combinar los resultados aditivamente.
En ese caso hablaremos de estructura aditiva.

Sean X1, X2,..., Xn conjuntos de posibles valores de n atributos
correspondientes a n objetivos, y sea X = X9 % X X ... X X.

Una alternativa particular serd la n-upla o%denada: -
" X = (xly, x2,...,%xn)
siendo xi un valor de Xi.
Si una estructura de preferencia se puede represéntar pof una
funcion de valor, diremos que es aditiva si y sélo si:

vIX) = vl + vple2) '+ L 4 v )

Esto se dara, por ejemplo, si cada Xxj ©s independiente de los

~restantes atributos.
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Caso de incertidumbre -

En muchos pfoblemas de decisidn, como hemos visto, los resultados
de seleccionar determinadas alternativas, dependen no solo de
cada una de ellas, sino del estado futuro de 1a naturaleza, que
por definicién no est& bajo el control del decididor. '

La incertidumbre _aparece al no conocer que estado de la
naturaleza aparecera.

El problema de toma de decisién, en el caso de incertidumbre,
tendra los siguientes elementos:
1. Un conjunto A de alternativas o acciones, a disposicion
del .decididor para realizar determinada tarea. Las aj € A
son mutuamente excluyentes.

- 2. Un conjunto S = {53...5,} de estados de l1a naturaleza, de
los Que no se posee a priori conpcimiento de cual estado
“prevalecera.

¢

3. ~Un conjunto de consecuencias X = {Xy...XpY , tal que cada
una -es el resultado.de gue ocurra Si habiéndose elegido la accién a.
serd’ X, = f(aj, 5:) o sea ... !

A XS —> X

Estas consecuencias generalmente son pagos a determinadas
satisfacciones.

4. El conjunto de consecuencias X, puede también considerarse
' como el producto cartesiano: X = X; x Xz X ... X Xp con
X=(xy{...Xp)EX siendo x; .los atributos que pertenecen a

X;, correspondientes a uno de los objetivos

El . problema de decisitn, consiste en seleccionar una alternativa
.0 accién, que produzca la mayor satisfaccitin de acuerdo con una
regla de decisién RD.prescripta. Hemos visto algunos casos en el
Punto IV.1.

Supondremos en adelante, que es posible determinar la
distribucién probabilistica de S y qgque se ha definido una
relacién de orden de preferencia § en el conjunto A = {ag...any .

Debera analizarse, cuando sera posible representar ese orden de
preferencia por wuna funcién a valores reales V, definida en el
conjunto A, tal que ¥ aj,aj € A

aj & aj si y solo si Viaj) > Viaj)

V es la llamada funcidn de utilidad.
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Principio de Bernoulli

Sea Pi(s) la distribucidén de probabilidéd de s¢€5, se podra
entonces elegir una alternativa o accidén a*, que maximice la
expectativa de u(a,s), es decir:

EMa%) = adx I Pls) ula,s) »
ath  s€S

por lo tanto podremos definir 1a funcién de utilidad que
representa la utilidad esperada de una alternativa a, como

Ufa) = I pls).ufa,s)
5€5

IV.3. Decisién multiobjetivo

Los proHlemés de decision multiobjetivo (PDM)>, guedan
caracterizados por:

<:) Un conjunto A de alternativas definidas en términos de las
variables de decisidn, mads que ser simplemente dadas en
una lista de alternativasc

-

(::) Los criterios sobre los que -se basardn las decisiones, s0on
dados en términos de Ffunciones multiobjetivos, que son a
su vez funciones de las variables de decision.

Estos PDM, aparecen naturalmente en el planeamiento y disefo de
grandes sistemas complejos. '

—
Para describir un[PDM, se necesita especificar claramente:

/,a) La unidad de toma de decisién (UTD);, wuno de cuyos
componentes es el decididor. -

/?b) Un conjunto de objetivos y sus jerarquias.

. \

/dc) Un adecuado conjunto de atributos y definir las relaciones
abjetivo-atributo.

;‘d) Explicitar la situacién de decisidn (SD).

7’e) Las reglas de decisidn (RD).

La "salida" de un PDM, es una decisién. Las "entradas" consisten
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en indicar a la UTD, que se requiere una decisiéon vy los datos
requeridos para completar una descripcion de la situacidon de
decisidn (SD). :

Para especificar una SD, se requiere fundamentalmente:

- Un conjunteo de alternativas . X, conjunto de vectores
n-dimensionales de las variables de decisitn X=(Xqy0n0y%y)e
Una alternativa queda completamente especificada, dando el
valar de X.

- Un - conjunto de reglas Fi1lxgaaaXnls folXyaauxnds.n.
" fp(X{,XDs...y%Xn) por medio de las cuales, para una dada
alternativa X, se evaluan los valores de cada atributo

'Fl.’--o"Fn-

- Una descripcidn de las condiciones externas, certidumbre,
incertidumbre con o sin distribucidn de probabilidad concocida.

Se puede expresar entonces un PDM:

Dadas las condiciones externas, resolver

RO T (K eeeyfpfl)
€S

que significa aplicar la regla de decisidn para elegir la mejor

alternativa de acuerdo con el valor de los atributos fj1,...,fn.
Tabla 3
X | f (X fol1) veens £UX)
| fh fall) e f5(1)
2 f2(2) fz(Z) tsenae ‘ntz)
r f1(r) falr) veers fplr)
Ejemplo 1
!
Se explicitan las alternativas X = {1,2,...,r> . La variable de

decisidén es un entero -entre 1 y r. Los estados de la naturaleza
son inciertos pero con una distribucién probabilistica conocida.
Para un dado X vy 'un estado S de la naturaleza, se obtienen el
valor de cada f; j=1,...,n, de por ejemplo una tabla como la 3.

-4
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RD Paso 1: Adoptar la existencia de una funcian de utilidad
multiatributo.

Paso 2: Elegir una alternativa que posea el maximo valor
esperado de utilidad. (Pueden darse otras reglas
como hemos visto en 1: pesimista, optimista,
Hurwicz, etc.).

Ejemplo 2

Tal como el ejemplo 1, salvo que no conocemos el estado de la
naturaleza con certeza.

Una RD podria ser "Elegir una alternativa X, que minimize fyq
manteniendo los valores f25--.,fn por debajo de un standard
fC2,...,f%, lo que es equivalente a:

—

pin  fylxp, .,
Yex

sujeto a

falxyeanyty) & fnl

flx)yennyxy) § £9,

En el caso de un planeamiento eléctrico donde 1la f1 significa el
costo total actualizado de las abras, su operacidn vy
mantenimiento; f> las erogaciones en divisas; fz cantidad de limo
depositado en los embalses, se buscars el costo total minimo pero
manteniendo f5 y fx bajo niveles prefijadaos. O sea, en este caso,
no minimizamos las tres funciones objetivo.

Ejemplo 3

El conjunto de alternativas es
X =X : X € R?, gi{X>£0, i=1,2,...,m?

X es un vector n-dimensional Y @i es una Ffuncioédn a valores
reales. Se conoce con certeza los estados de la naturaleza.

+

RD Paso 1: Se trata de minimizar cada fl,...,fn,
individualmente.

Pasop 2: 51 existe una alternativa que tenga los mas bajos
valores para cada 41,...,+n, seleccionarla.

Paso 3: Si no existe esa alternativa, elegir una no
inferior o Pareto~dptima y gque mas satisfaga al
decididor.

vy



- 123 -

Esto nos lleva a la teoria de la optimizacion vectorial, que se
vera en el Punto IV.4.

El paso.- 3 puede ser también modificado de la siguiente forma:
Supongamos que la estructura de preferencia del decididor, esta
caracterizada por una funcidn de utilidad multiatributo

ULF(X) 5auren,fn(X)d.

Elegir wuna alternativa no inferior que maximice U, lo que es
equivalente a resolver:

m&x  ULF((X},..un, (R0 ;
YEYX -

Se puede desarrollar un procedimiento que resuelva (1) vy (2)
iterativa e interactivamente.

IV.4. Optimizacion vectorial. Optimo Paretiano

Una clase importante de problemas de decision multiobjetivo, son

los problemas de optimizacidn vectorial POV, o de optimizacidn
multiobjetivo. Corresponde é&sto al ejemplo 3 del Punto anterior
IvV.3. -

Las soluciones de lpos POV, son conocidos como no inferiores,

soluciones no dominadas o Pareto~-dptimas..

El concepto de no inferioridad, fue introducido a fines del siglo
pasado por el economista Vilfredo Pareto ([17] pag. 252).

tas condiciones paretianas de optimalidad, pueden ser enunciadas
de este modo:

La distribucidn de bienes de consumo, . entre consumidores, es
eficiente si .cada posible reasignacibn" de bienes entre ellos,
implica una& reduccidn de "la gatisfaccién' de al menos uno de
ellos. Obsérvese que esta condicidn no supone ningun Jjuicio

acerca del grado de satisfaccidn relativa que lpgra cada
consumidor.. Esto ocurre dado. que el planteo original es
cualitativo, no cuantitativo (espacio afin de estados), K y no es
posible comparar los niveles de wutilidad de 1los distintos

individuos entre si

Solucion no inferior |

/
Sea L;(xl,...,xn)T un vector columna de: las variables de _decisién
X{e Las restricciones se representan por gij(X), 1i=l,...,m,
funciones a valores reales. El espacio de las decisiones o regidn
factible o admisible del sistema, estara caracterizado por el
conjunto

W —
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x=( 1 : Qi(_x.)\(o, i=l,..-,!) (I)
fij(X) es la funcidn a valores reales definida en X, que
representa el j-ésimo, atributo (funcidn objetivo © criterio de

decisidn).

Para simplificar 1las notaciones, 1la funcidn multiobjetivo se
denotara por: e

CEUD = U0, 0 b (K) (2)

que evidentemente es una funcidn vectorial.

El espacio de objetivos corresponde al conjunto

F={fX) : X€X - {3

2

El POV se formulara asi:

‘ ain  [Fy(E) e, fy (0] (4)
e

y la solucidn consistird en encontrar su conjunto de soluciones
no inferiaores, primer paso para resolver el problema de decision
multiobjetivo.

El concepto de soluciones no inferiores o no dominadas, s& basa
en la asi llamada estructura de dominacidn: :

diremos que Ll domina a X2
o s vy vk (5)

donde v'es la funcién de valor.

——

‘ ~
Definicidn: Se dira que Xx* es una solucidnm no inferior daICEEEL/)
si no existe ninguna X admisible (X € X), tal que

£(X) & £(x%)

lo que significa que
(X0 & F5;6% v j=1,...,n

con desigualdad estricta para al menos un j.

El conjunto de todas las soluciones no inferiores del POV, se
notara X¥, y el conjunto na inferior C£(X) : X € X¥3 por FX.

Intuitivamente, la alternativa &* en X es no inferior, si y sdlo
si, no podemos encontrar ninguna otra alternativa X en X, tal que
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alguna funcién objetivo en X mejore (es decir disminuya) respecto
de la en ﬁ*, sin degradar o empeorar por lo menos una de las
otras funciones objetivo.

Ejemplo 1
ain [§)(x), $7(x)]
X

sujeto a

$%%x0 .

siendao
flad =k 3 fplx) = b - x
conjunto no inferior F*
N ’_____f—-/ . y
-
(a)espacio de deci sidén (b) epacio de objetivos

' Fiqura IV.3

En la Figura IV.3.a), se,ve la sclucion de este POV. Obsérvese el
segmento rayado de x, (0,4), cualquier punto de ese intervalo,
por ejeamplo el x=2, es una solucién po inferior, pues cualquier
otro punto, digamos x=3, mejora la fo(x) pero desmejora la f1(x).

En la Figura IV.3.b}, se representan los valores (fl(x*), thx*))
en el espacio de objetivos, o sea FX.
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Ejemplo 2
ain  [f)(x), fylx)]
X .

sujeto a

£y 0 x € R
siendo
ffld =x -1 5 o0 = (x-3)2 4
f1
51 5
)
41 4
31
3 i
2 2 | /
1 1 L—.___&I/ '
delitgictoc _ ' i f1(x)
1 2 3 X 1 2 3
N ——
N
(a) espacio de decisién (b) espacio & objetivos

Figura IV.4

Todo x¥ tai que 1<x*<3 €s una solucidn no inferior de este POV,
ya que en ese 1ntervalo, Cuando f;(x) disminuye su valor, fz(x)
lo aumenta,.

Entonces

By p1gag3) L R T SR AR TR SR f(2)

Todo punto vy ¢ x¥ es una solucion 1nferlor pues existe al menos
‘un x € X¥ que mejora 1a fi vy la f5.
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Transformacion de un POV en uno de optimizacidn escalar

Para operacionalizar el concepto de soluciones no inferiores, uno
de los métodos mas utilizados es caracterizar esas soluciones en
términos de soluciones dptimas de problemas de optimizacion
escalar. Veamos algunos procesos:

1. Problema por pesos:
Sea

el conjunto de pesos no negativos. E1 problema se define

asi:
n
ain I owj §50 (&)
- rex .=t
2. Problema Lagrangiano del k—-ésimo objetivo: Elegido un

objetivo k:

ain [ ftn+ I uj 340 1 {7)

XExX j#k
dande
UECQUpyeunylyogy Ugpfrerrty)] 284508 ViZk)
3. Problema del k—-ésimo objetivo €-restringido:

pin RO (8)
LEX

sujeto a
fj(i) K¢ Ej j=lean J#K (9]

donde .

€= (Efyernriety Expirerery)]

En el método 1, se han dado pesos distintos a cada objetivo.

En el método 2, se elige la funciodn objetivo que se considera mas
importante, y a las restantes se las toma como restricciones
siendo la (7) la correspondiente lagrangiana de este problema
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modificado.
En el método 3, prevalece una funcion objetivo sobre el resto, a

las que considera también como restricciones de desigualdad,
acotdndolas con un maximo €; para cada una de ellas. '

Ejemplo 3: Sea el problema de optimizacién lineal multiobjetivo:

min (F(0), f000 (un
con
g1t R
gotX) xptxp b
g3(x) 0 +xp L9
agll) Xy & 4 (12)
g5f0) ¢ -xy 0
) gl %9 § 0
donde
(D =-x2x3  f0=-3x-x (13)

lo resolveremos tomando los pesos wi>0 , wp>0 tal que wjtwo=1 vy
aplicaremos las condiciones de Kuhn—-Tucker al prablema

min F(0) = wp 1000 + Wy fo00) = = xp (wy+3ug) = xp (2uyéwg)

e?tas condiciones {(ver Anexo 1.b)), establecen que en el punto éptimo
X* deberd cumplirse

VHEY ¢ M Tojtth =0

n ™ o~

i=l

s

vale decir:
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W -t Mg+ 2hgt M- As = 0
p-wpt APt Azt Az by =0
- Np s = 0
Agtxy +xg-60 = 0 (4
Ay (Zrpexp-9 =0

Aglxg-9 =0

Agx =0
Aorg =0
Aj 0 Uizl b

£'(x)=2/3f1+1/3f7

conjunto
de solucio
31nes no infe

riores -

£ (x)=1/45143/4fo

Figura IV.5

- ‘fl(i) = —-X1 - 2><2

//'Si se tratara de minimizar

la solucidn seria el punto
A= (1,5 con EEIECLENERES !
Si fuese a minimizar r
\\ FolX) = =3x; = %3
la solucidén seria,

C = (4,1) . con fFo(x¥) = -13.
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Al dar los pesos intermedios w;, wp tendremos un haz de
direcciones combinacidn de las f; y 5. Este haz

wy fq + wo fo
serd tangente al poliedro convexo en A, en AB, en BC y en C.

Si es tangente en AB, la tnica restriccién activa es la go(X),
entonces paor (14)

y COmo wj+wo>=1 sera
wi=2/3 wo=1/3 2=3/3

Todo punto del segmento AB, es una soluciédn no inferior.

Por un andlisis similar, cuando es tangente en BC,
Al = A2 = AX4 = A 5 = At =0
wi=1/4 wo>=3/4

También todo punto del segmento BC es una solucidon no inferior.
El conjunto X¥ de soluciones no inferiores de este problema, es
AB, BC y debe ser

1/4 & wy € 2/3 3 173 & wo & 3/4

Negociacibdn (trade-off)

El generar soluciones no inferiores, es solo el primer paso en el
proceso de decisidn multiobjetivo, lo que lo acota a un numero
decididamente menor de soluciones posibles.

El siguiente paso sera seleccionar la "mejor” de las alternativas
no inferiores. Esto significa ordenar estas alternativas en un
orden completo.

Con la sola relacidn », en el espacio euclideo n-dimensional, sdélo
obtenemos un orden parcial, 1lo que podemos ver en los ejemplos
anteriores si tratamos de ordenar los conjuntos X*, solamente. con
una base matemdtica. Deberemos para ésto, hacer uso de una nueva
relacion de orden, una relacidn de preferencia, que refleje 1la
estructura de preferencia del decididor. Evidentemente esto
implica un alto grado de subjetividad y muchas veces se producen
inconsistencias y aun errores.

Haremos una rdpida referencia al meétodo basado en la negociacién

(trade-off), que es interesante como ejemplo de un meétodo
interactiveo entre el decididor y el analista.

Una negociacidn es un intercambio, dar una ventaja o un beneficio
de modo de acceder a otro considerado mas deseable.
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Cuando hay mas de dos objetivos, se distingue entre negociaciodn
(transaccion) total y parcial.

Dadas dos alternativas factibles X8 vy L*, los correspondientes
niveles de objetivos son: :

£F(XO) = (f1(59)----{n(59) Y ftl*) = (fl(i*),.....fn(i*))
respectivamente.

Llamaremos tasa de ' transformacion entre fk y % a

Tigeah = 0RO - H Ok 17 L HU - #5000 )

Definicidén: Se dira que Tkj(gP,xﬁ) es una transformacibn
’ parcial, que implica a fi vy fj, entre XO vy L*, si

£10X) = F50x6) ¥ i=l,...,n ; i#k 3 i#]J
Definicidn: Se diré& que Tk;(LP,L*) es una transformacion total, que
implica f, y fj, entre X2 y Xx¥, si
Ji con  igk ; i#j tal que  f;(X®) # £;(x%)
Para aclarar estos términos, daremos un ejemplo, elaborado por

Reid y WVemuri (Journal of the Franklin Institute 291, pags.
241-254-1971). Se trata de 1la construccidn de una presa para
aprovechamientos maultiples. Se optéd por tres criterios de
decisi®n que llevaron a los siguientes objetivos principales:

— minimizar el costo de construccion f; (%)

- minimizar la pérdida de agua f3 (volumen/ana)

- max%mizar la capacidad total de embalse- de! reservorio f3
{Hm>) .

Un analisis indictd que estos tres criterios de decisidn dependian
especialmente de dos variables:

xy = numero total de horas hombre necesarias para construir la
. presa .
' x» = radio medio del lago de embalse (en millas). Se-establecio
que:

’ fl(Xl,Kz) = EOIOIXI x10’02 )(22

n

Folxgyhg) = 0,5 x2p
f

0, 005x1 0,001 ;2

f3lxgyxg) 2

Se eligieron tres altérnativas posibles A, B, C, ver Tabla 4.
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Tabla 4
Variables de decisitn Funciones Bbjetivo -
Alternativa X X2 Costo Pérdida de Agua Capac. de Almac.
f) t2 f3
A 0,7 22,36 300 250 500
B 116,19 44,72 7.029 1.000 3.750
C 172,95 34,72 12,500 1.000 5.000

Las correspondientes tasas de transformacién entre pares de alternativas,
A/B; A/C; B/C, se dan en la Tabla 5.

Tabla §

. Valores de transaccién

| N ity |

arB 8,7 2,0
A/C 16,0 2,7
B/C e 4,4

Para elegir entre A, B, C, se las Compara con un juicio de valor
subjetivo de las transacciones y de los niveles de las funciones
objetivo.

Las transacciones entre A y B y entre A y C son del tipo de
transacciones totales, desde que las transacciones no nulas, se
producen para ambos pares f1/f2 vy f1/%3.

Entre B y €, la transaccién es parcial, pues fi1/7f75 = o
- \

Solo como ejemplo calcularemaos el valor de A/B para f1/+f2, por
Tabla 4

7029-500

- TTTTTTT = 8,70
1000-250
y el de A/C para f;/fx
12500-500
—————————— = 2,66

S5000-500-
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Aunque en nuestro caso es simple seleccionar, pues hay s0lo tres
alternativas, veamos como se conduce iterativamente el proceso de
decisién: Partiendo de un punto inicial

X0 = (x9;,x9) = (0,7; 22,36)
nuestro objetivo es encontrar un punto 5} gue es preferible para
el decididar, sobre el punto -X7. Esto significa elegir una
direccién, segun la cual moverse. Para ello hay que saber coma
varian los niveles de las f;, f2 vy fz. Aqui resulta util el
cancepto de transaccian (trade—-off). Los valores de la

transaccion dependen de la direccién en la que nos movemaos en el
plano xi,;%x2. Por ejemplo, partiendo de X® segun las direcciones

d;=(0,98 0,19); dp=(0,99997 0,00798) y dz=(1, 0)

en la Tabla 6, se dan los valores de transacciones.

Tabla &

Tasa de trans;c:ién

I Direccién fl”Z {1“3 |
T 5,31 1,4
iy 81,00 1,9
d3 0o 2,01

las tasas segun dy y dp son tasas de transaccidn total y segun dx
parcial.

Intuitivamente, el término transaccién implica en la toma de
decisiones, gque un- factor debe ser sacrificado en modo de tener

otro.

Valoracion metodolodgica

Uno de los principales problemas de la decision multiobjetivo, es
el proceso de valoracion de las preferencias del decididor. Luego
de explicitadas las funciones objetivo y sus atributos, gue seran
variables de decision, se debe explicitar el conjunto de
alternativas. Por ultimo, el resultado final, la . ~fnejor . .solu-
cién de "compromiso" , se podra obtener si se ha logrado hacer una
razonable medicidn de la estructura de preferencias. Egto significa

construir un modelo de la estructura de preferencia del decididor.

Los métodos que veremos, estadn orientados mas a los resultados .

que al proceso de toma de decisiones.

Veremos dos métodos de valoracion:




a)l

b)
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Valoracion directa

Se basa en la premisa de que la preferencia del decididor
se puede cuantificar, medir y representar en forma de una
funcidn a valores reales, 1llamada fupcidn de utilidad o
funcidn de valor multiatributo.

Una vez construida tal funcion que representa la
estructura de preferencia global, el proceso de toma de
decisidn se reduce a un proceso ya conocido de evaluacidén
y busgueda.

Se debe tener en cuenta que no siempre existe una
apropiada funcidon de preferencia. La teogria de la
utilidad, en determinados casaos, . puede no resultar

adecuada para describir el comportamiento humano de la
toma de decisidn, dando lugar a algunas paradojas.

Como ejemplo, citemos que uno de los medios mas simples
para obtener wuna funcidén de valor unidimensional, vj(xj)
es pedirle al decidior que valore directamente v; para
cada xj. Esto es simple, si xj es discreta. Por ejemplo .
los distintos tipos de generadores a seleccionar en  un
programa de expansion.

actogera  térmica turbinas  hidroe-
dores convenc.  nuclear  carbén  de gas  léctrico
0 1 2 3 4 3

El decididor ordenard estos distintos tipos de generacién

segun sean mas o menos deseables, segun una escala de
preferencias.
Se supondrd generalmente, que vVv; es mondtona, o sea a

mayor valor de x;, mayor valor de vj.

Si xj es continua, el proceso es similar. Si en un
programa de expansion energética, se estima Qque su costo
puede variar entre 350 y 200 millones de dolares, se podra
asignar por ejemplo a estas cifras los valores de 90 y. 50,
la preferencia decrece con el aumento del costo. Para
costos intermedios, se puede tomar una interpolacidn
lineal. . '

Método lexicografico

Es un método de eliminacidn secuencial.

La idea es muy simple: Se pide al decididor que ordene los
atributos en términos de su importancia, X19eaosXpy-
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El primer atributo Xj, sera usado como cedazo O tamiz, vya
que solo se seleccionaran 1las alternativas aj€A, que den
los valores mas preferidos de X{. De estas alternativas
que quedaron, Se seleccionan solamente las gque den los
valores mas preferibles de Xp y asi se cantinia hasta que
quede una sola alternativa, que se elegira como la mejor,
o hasta llegar al atributo Xp-. i ha gquedada ma&s de wuna
alternativa, se buscara otro método de seleccion o se
agregaran mas atributos.

Metodos interactivos de programacion multiobjetivo

La informacién que se extrae del decididor vrespecto de la
estructura de preferencia, puede serlo en forma interactiva o no.
En caso de no serlo, esa extraccidn o solicitacidn de

informacioén, se hace una sola vez. En el caso interactivo, se
requiere entre el analista y el decididor una interaccion activa
a +travées de todo el proceso de busqueda de la solucion. Este
método consiste basicamente en:

a) resolver el problema basadao en un conjunto de parametros
iniciales, obteniendo una solucién no inferior, admisible '

b) aralizar la reaccion del decididor ante esta solucidn

c) utilizaf la respuesta del decididor, para formular un
nuevo conjunto de parametros, formulando un nueva problema

a resolver

{os pasas a), b), ) s€ repiten hasta que el decididor quede
satisfecho con la solucion o hasta que el meétodo no permita
encontrar mas soluciones.



]
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V. ANALISIS CUALITATIVG DE SISTEMAS NO LINEALES

Los sistemas dindmicos, regidos por ecuaciones diferenciales, o en
diferencias finitas, evolucionan en el tiempo, partiendo de
condiciones iniciales dadas, segun trayectorias calculables por
meétodos numeéricos.

Pese a ello, es interesante y a veces indispensable, tener un
"retrato"” de las trayectorias en el espacio de estados, asi como
ubicar en posicidn y clase a los puntos de equilibrio, para guiar
la solucidn numérica.

‘V.1. Singularidades: Puntos criticos Yy ciclos limites, 18]
estabilidad

El primer . paso consiste en encontrar 1los puntos criticos o de
equilibrio del sistema.

Si escribimos las ecuaciones dindmicas para ambos casos (continuo
y discreto).

() x(t) = f(x(t)) x{kf) = ${xik)) =0, 1,...

Resolviendo
flxit)) = 0 tixlk)) = 0
O sSsea
frixg oo xg) = f2lxp won xg) = L fplxg e %) = 0
Resolviendo este sistema de ecuaciones algebraicas, se

encontraran las coordenadas de los puntos criticos.

Ejemplo:

El crecimiento exponencial en caso de recursos ilimitados, se
modifica en la curva logistica:

\

. f x(t)
x{t) = | -~ x(t) con a0 k>0

x(t)
[1 - m———— [ s un indice instantaneo de crecimiento que

N 7
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decrece cuando x aumenta hasta un maximo k.

X

.-0-1}

Figura V.l

Sus puntos criticos son:

x(t)
) =0 y 1 ~-——-=0 =) xit) =k
k

La soluciédn de la ecuacién diferéncial es,
k

x{t} = -=wmmmmmer
1+b.e-at

La diferencia entre ambos puntos criticos es que en el primera,

x(t)=0, el sistema no se queda Yy tiende al segundo, x(t)=k, vy
aunque se produjera’ una pequena perturbacién, retoma esa

tendencia x -———> k .

Otro ejemplo es el caso del pendulo

} ¥ =%

o9
Xy = —--  sen

L

(x; es desplazamienta, x2 velocidad). La solucion es:

9
xp = 0 oo osenxg =0
L

0 sea los puntos criticos san:
x| tpe

= n=01,2...
X7 i}
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X2
o] 7 m x
Figura V.2

El andlisis cualitativo de un punto critico, se realiza en un
entorno suficientemente pequefioc en modo tal que de las ecuaciones
(1) se considera la parte 1lineal de + 1lo que es suficiente,

generalmente, para investigar la estabilidad de ese punto (ier.
metodo de Liapunov).

*X
d
fix* S
f(')?'fy)
7 X
Figura V.3
Si llamamos %X al punto critico y hacemos x = x + Y
df
fix +y) = flx) + - {X).y
dx

en un sistema de orden n, en un entorno del punto critico
(X1peanyXpn)

_ A M
FOxp #yp eea X ) F E(pg) 4 s (R yg bl b - (g oo Xp) ¥ (2)
2x : 2 xq

o en notacidn vectorial

// “[ /-__/? L
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flx +y) = flx) +Fy

en donde F es la matriz Jacobiana de f

A Dt

21 D

sz 2 H

™ ™

o > b |
o |

para el caso discreto, igualmente, haciendo

x(k) = x + y(k)

y sustituyendo en x(k+1) = f(x(k))

X 4 ylk#l) ¥ 0 + F ylk)

como X = f{x)

ylktt) = Foy(k)

los criterios serdan validos para pequefios valores de y.

£1 estudio de 1los aytovalcres de F nos dird de la estabilidad o
no del punto critico en cuestidn.

Veremos el caso de dos dimensiones. Estudiamos el equilibrio en

el origen del sistema lineal:

5 Xp = ap X o3y X2

=a % v an %

R
>
)
1

los autovalores de la matriz
i1 412

a1 a2




i S
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haciendo

0O sea

amA 3y

=0 =) (a“-,\) (822' )\} - ay1 ap ° 0

az) 22"\

AE = tagprag) L) +ag ag - agp gy = 0

las soluciones seréan:
x = €y eMt 4 gy oM
xg = Cgy Mt + £y g2t

siendao

) ajy +ay ['au - ap 12
A== ¢ tay g

2 [ 2

gy +ay [au - a2

b

"

; [ ) J tagg a2

Los A pueden ser reales o complejos, dependiendo de los signas de

21 Y 212

Segun los valores de A, y A»p

se

tienen

posibilidades para el punto critico en el origen.

caso 1 RAICES REALES

nodo estable

oo

Figura V.4

las

siguientes



nodo_inestable
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Figura V.5

punto de ensilladura

CASO

Figura V.4

RAICES IMAGINARIAS

foco estable

&

Figura V.7

X1

A <0

I

)\2>0

M, >0



foco inestable

NS/

[

(7
S
-

centro

- X2
. w Xy

Figura V.9

Si se observa que la inestabilidad aparece cuando las componentes
reales de los valores caracteristicos A , son al menos unoc de
ellos positivo. Es evidente que e?t tiende a o con t si A>O.

Veamos el ejemplo del péndulo.

S5i la masa es upitaria m=1 vy 1=1 la ecuacién dinamica es:

X = —sen x

que, haciendo:
Xy} = X arco

Xp = X velocidad

se convierte en el sistema de primer orden

f;<1=><2

l ;<2 = —sen X1



Para buscar 1los
ecuaciones

De donde obtenemos

Para estudiar cada
el Jacobiano
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Figura V.10

puntos criticos debemos igualar a cero

} xl=xz=0
lv' X7 = -5en X = 0

que los puntos criticos se producen para:

»x
N
1

{velocidad cero)

I
@)

X2

O, 1, 2 ...

]
1+
3
A

%1 n

las

uno de estos puntos criticos debemos analizar

2 2

------ m——— 0 1
RS o

dixyy x9) = =
2% 24 :
o T -Cos x| 0
g X PRV

1) Andlisis del punto xy = O xp = 0
01
1o, 0) =
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Obtenemos la ecuacién caracteristica

;AI-J|=‘ = ANZ+vi=o

5 )
A1=1 A2='i

Al
1 A

como vimos esta solucidn representa un centro. 0O sea, el

punto Xy = 0 X5 = 0 es un Centro.
Z2) Analisis del punto critico xX; = 0O Xp =1
) 0 1
Ho, ) =
. P90
A {
PRERNE = A2-1=0
| T
PUERE N
Al=1 /\2=‘l

[
esta solucién representa un punto de ensilladura.

Se puede ver facilmente que todas las soluciones que surgen
de x;= * n n con n par son centros mientras que con n impar

son puntos de ensilladura.
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La representacion de las trayectorias en el plano (x3,x%x2) es:

77 ;‘VII,I
\\_,,// e ///"//%//z/ i 7
/ 4, % /'/';’;2%//////// ’///"' 7

,I’II

—_

Figura V.11
las zonas rayadas son de estabilidad

Ciclos limites

Al analizar un entorno suficientemente peguefio de un punto
critico, la aproximacion lineal, nos ‘permitid estudiar las
distintas singularidades y su estabilidad en pequefo.

En los sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales, aparecen
a mas de los puntos criticos, trayectorias singulares, llamadas

ciclos limite. (Figura V.12)

.(a |

Figura V.12
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Dentro de un ciclo limite, se demuestra, debe haber por 1o menos
un punto critico. Los puntos criticos nodos, focos y centros

tienen una propiedad 1llamada indice, que es igual a wuno.
indice de un punto de ensilladura es menos uno.

El

Se demuestra que si dentro de un ciclo limite hay varios puntos

criticos, la suma de sus indices debe ser igual a +1.

Dentro de un ciclo limite, no puede haber, por ejemplo, sélo

un

punto de ensilladura. Si lo hubiera, tendria que existir ademdas

dos puntos de indice +1. (~1+41+1=1),

Analizando las trayectorias externas e internas de un £€.L.,

observemos en la Figura V.12 (a) que por ambos lados
trayectorias se acercan al C.L. para t creciente.

En el caso (b) se alejan adentro y afuera.
En el caso (c) se alejan adentro Y se acercan afuera.

Diremos que el C.L. (a) es estable; el (b) inestable y el
cuasiestable.

las

(c)
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V.2. Estabilidad segun Liapunov

asintéticamente
estable

Supongamos un sistema representado. por el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales en notacién vectorial

x = F(x) F(x) =0 (1)

y se cumple para el mismo que las derivadas

PRE
—————— ¥ ij
/BXJ
existen y son continuas en una region esférica  / “ X “ L A

cuyo centro es el punto critico X del sistema.

Liamamos S(R) a la regién esférica en la cual " x|l SR % H(R)
a la esfera " X " = R
1. Diremos que el punto X es estable en 1 si para todo R<A

existe un r<R tal que si una trayectoria se inicia en un
punto x5 interno a S(r) nunca alcanza la frontera H(R).

2. Diremos que el punto X es asinttticamente estable si una
trayectoria que se inicia en xg €S estable y ademas tiende
a X cuando t tiende a o

3. Diremos que el punto X es inestable si una trayectoria que
se inicia en un punto x5 interno a S(r), no importa cuan
pequefio sea r, alcanza la frontera HIR) .
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Funciones de Liapunov

Un rol muy importante juegan las funciones escalares V(x),
positiva definida, llamadas funcidn de Liapunov.

Vix) = Vixy, 22 .00 xp)xg
que cumple con las condiciones:

1- V(x) y sus derivados ?\N”Dxi son continuas en wuna cierta
region Q alrededor del origen (punto critico).
2- La funcidn se anula en el arigen V(0)=0.

3- V(x) es positiva para todo punto distinte del origen, en Q.

Recordemos que a lo largo de toda trayectoria gy solucion de (1):

. gv v dxy Ny dx,
LA il R = F.yV
Bt Dy ot Yay dt
producto escalar.
2L L DV
vV=grad. V={(--—-- §TTTTT g eeeaee g T ) vector gradiente
I I L

. :
5i ademas V L O en Q , V se llamard funcion de Liapunov.

Teorema de Liapunov

1- Si en un cierto entorno  del origen, existe una funcidn
Vix) de Liapunov entonces el origen es estable.

2-= ' Si ademas O(x)<0 para todo punto excepto el origen, la
estabilidad es asintética. ‘
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w == x(#)

X (¢)

V4 Ay

X

En la figura, puede apreciarse el significado geométrico de las

funciones de Liapunov.
Ejemplo: Sea el sistema

) ;1 = X2

pr—
Xe
N
Il

—X1 XD

que tiene un punto critico O de equilibrio en x;=x2=0.

Definamos

Vixq,%x2) = x12 + x22
V es continua con derivadas primeras continuas. Y satisface los
requerimientos de una funcien de Liapunov.
Ademas
[} . P
Ving, xg) = 2xy % # 2 xg %9
=28y %2+ g (-xy-x7)
= -2 a2 (0 .
El sistema es estable en x;=x2=0.
La estabilidad no es asintédtica, pues V no es estrictamente

negativa en todo punto distinto de cero.
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ANEXO 1

(a) Programacidn no lineal. Condiciones de existencia del 4ptimo !
5 8 :

El caso bésico de la programacidn no lineal

max F(x) con las condiciones &(x)< b  x 20 (1)
X
(en Ienguaje vectorial)

En un primer enfoque supondremos no existen las restricciones
21 (x7....xn)€bi +i=l,....m

Si existe un midximo local en-x*, entonces para todos los pun-
tos en un entorno suficientemente pequefio: x*+4x:

F(x*) 2 F(x*+hax) (2

siendo A x una direccidén en el espacio EM' y h >o, suficientemen-
te pequefio.

Suponlendo la F(x) dos veces continuamente dlferen01able, la
funcién del segundo miembro de (2), se puede desarrollar en se-
rie de Taylor en torno a x*%:

F(x*+hax) = F(x*) + h 2F(x*).4x+1 h2(ax)T. ?2F(x*+ 6hAax .4x

2X 2! 3x2
: (3)
siendo 0D <B <l
Con (2) y (3) se obtiene la desigualdad fundamental:
h. 9F(x*) Ax+tl h2Ax)T 32F(x*+ 8h. 4x)Ux) <0 ()

PX 2t - DX 2

condicién necesaria para un méximo local en x#.

Si x* es una solucidn interior, o sea .se cumple la desigualdad
estricta x*>0, tendremos las mismas condiciones de primer or-

’ den. de-la - programa01on cldsica, la anulacidn de todas las deri-
vadas parciales de prlmer orden, en x*. Si una de las varia-
bles, por ejemplo x%, estd situada en el contorno x%¥=0 por (4)
deberia ser 3F(x") zxxjco y como en este caso,dszﬂ la corres-

ij .

pondiente condicidn de primer orden seri:

OF (x*)< 0 si x% = 0

’an

Como vemos, en una solucidn interior la derivada es cero o la
variable de decisidn toma el valor cero en una solucidn de con-
torno, serda en cualquier caso:

N

RN T

T




]
1
]
|

(b)-

9F (x*)ux*=0 Y.=1,....n
% ] ]

Un méximo local en x* viene caracterizado por las 2p+l
condiciones de primer orden:

( QF (x*)=0 si x%¥>0 (
. . )DXj o )
n condiciones ( ( §=1,2,....n ()
) ?F (x*)<0 si x%<0 )
( ?Xa (
) J )
n condiciones § x§ 203 x5 20...x%¥20

ofa

una condicidn: ?F (x*).x%+ 9F (g*).g§+....+ oF (x*).x%
Xy °X,

o)

X
n

Hacemos notar que en caso de min F(x) con x20 en caso de estar

; ' X o -
situada una variable solucidn en el contorno : x. =0, deberi
ser ?F (x*) 20 J

X
J

Las condiciones de Kuhn-Tucker

El problema general

méx F (x) con &(x)£b x>0 (6)
X

transformaremos las restricciones de desigualdad en igualdad
introduciendo . un vector columna de m variables auxiliares de
holgura: .

8=(87,855-+..5 )T=b- &(x)
quedando asi formulado el problema:

m&x F(x) con &£(x)+S=b x30 S0 ‘ (75
;i3

La Lagrangiana correspondiente sera:

L = F(x)+ A(b-&(x)-8)

aplicando las condiciones de primer orden obtenidas en el pun-

to (a) de este anexo, tendremos:



?L = 3F - X\ 38 O

55 3% 9%
L . x = (?F - X 38) . x = 0 (producto escalar)
= ‘s 9%
x 30
L =b-&x -5 =0
> A
L = A £0 ‘
28
L . 8=-A.8=0
28 :
S20

Las variables, funciones y derivadas se calculan en el Sptimo
?E*’ ZL:’: v _S_-.':.

Eliminando el vector S sustituyéndolo por b - £(x) se obtienen
las condiciones de Kuhn-Tucker:

QF - L%, <o

i X -
('EE—A'D__;;)Ji: 0 (8)
X X

Nl NS PN N NN NN N NN N NS
|X
WV
o

estas condiciones se obtienen también en forma directa definiendo
la lagrangiana Como

L = F(x) + A(b - &(x))

Il
Estas condiciones son necesarias y suficientes para un maximo local
(estpicto), si la funcidn objetiva es cbdncava (estrictamente) y las
funciones de restricecidn son convexas.
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Por otra parte, si observamos las condiciones de K-T en (8) nos en-
contramos con dos grupos de fdrmulas:

(3L <0 (2L 50
z?’&. ) A
(
YU . oxF = 0 (9) ) A% L = 0 (10)
(2% ( 2 A
) )
( §=':2,0 (2S=':>

observando el sentido de 1as de81gualdades y recordando las condi-
ciones para que se dé un méximo o un minimo, aparece claramente Qque
el punto optlmo (x*, A*) es un punto de ensilladura de la lagrangla—
na pues maximiza respecto de todas las variables de decisidn x20

y minimiza respecto a todos los multiplicadores de Lagrange no ne-
gativos X\ 20, es decirp:

L (2, A%) ¢ L (x*, A%) <L (x*, Q) ¥x 20,¥A20 (11)

El problema de hallar vectores no negativos (x*, 2A%) que satisfagan
la (11), se conoce como el problema del punto de ensilladura.

Esto sugiere plantear los problemas duales:

max L (x, A) con 2aL>0 x >0
b8 24
min L (x, A) con 9L (0 A20
A B

Este enfoque es muy fructifero, especialmente en la programacidén 1i-
neal. (anexo 5). ’

Las condiciones de Kuhn-Tucker caracterizan una solucidn, perc no
proporcionan un método constructivo para poder obtenerla.

Consideramos un ejemplo:

. _ 2 T 2
min f (X1’ Xp) = (xy - 3"+ (x, - 2)
‘~ I
o e SN

con las restricciones 81 (xl,‘x2) =Ryt %, 42

(
)

( T e
)8, <x1, x,) =

I
*®

—



Representando grédficamente .

.
o d . ——— |

Sox)

Cono positivo
formado por
vg! (X y ve2.

|

1

|

|

1
&7
|
|
5

3

L ol{x1,x2) -
x4

gz 1 2
(xyx2) .

Geométricamente, las condiciones de Xuhn-Tucker, significan que pa-
ra que x¥ sea un gptimo local, el gradiante de la funcidn objetivo
(o el negativo del gradiente si, como en este caso, se busca el mi-
nimo), debe estar dentro del cono formado por los gradientes de las
restricciones activas gi(x¥*)=0.

G




ANEXO 2

(a)

Sistemas de ecuaciones diferenciales

! ,
Recordaremos brevemente la operatoria de la resolucidn de ecua-

ciones dlferen01ales para el caso lineal, con coeficientes cons-
tantes.

Ecuacidn lineal homogénea:

Sea la ecuacidn lineal homogénea de grado n y a coeficientes

.constantes

RSN a; - x(n_l) toota ox =0 (1)

(n) indica derivada enésima de x (t) respecto de t

si suponemos que sus soluciones particulares son de la forma

x = &% con k = cte, sustituyendo en (1), tendremos:

n

ek n-1 k

o ag-- k x + a; - k . e x +t ...+ anek x=0

dividiendo por Kx # 0

n n-1 _ .
aok + a; . k +...an f 0 (2)

llamada ecuaci1idn caracteristica.

Raices reales distintds

Las raices k Ko eeo kn de la (2) determinan las soluciones de

l’
la (1) eklt; ek2t, ., eknt que serdn independientes si los kg

son distintos.

En este caso la solucidn general de la (1) seré:
x (t) = ¢4 i e e, . T U P P (3
Las cilﬁon constantes arbitrarias, pudiendo conocer sus valores

al dar las condiciones iniciales del problema:

x (ty) = XO; <N (ty) 1,...{n_1)(t0) - x1

Ejemplo 1:

non
Ho

e ' , o ( x
x -3 x*2x=40 . con y 2 (1)




la ecuacidn caracteristica: k2 - 3k-+ 2 =0
8us raices: kl =1 / k2 = 2

. t 2t
solucidn general: x (t) = c;p . e *te,e

reemplazando las condiciones iniciales:
x (0) = ¢y te, =0
x (1)

i
0Q
=

0]
+
Q
®

1]
—

© Sea c, = -0,214; ¢, = 0,214

2

Raices complejas

Por ser los coeficientes de (2) reales, las raices complejas sb-
lo aparecerén en pares conjugados:

ky = e>(+.8i ok = X - P

o sea e(bﬁ-Bi)t ot (cos. Bt + i sen. B t)

e

y e(O("Bi)t xt (cos. St - i sen. R t)

e

Se demuestra que las partes reales o las partes imaginarias de
estas soluciones, son por separado, también solucién de la (1).

De esta manera a las raices k, k, le corresponden dos soluciones
reales: 12

¥t  os. At y et sen. R t

Ejemplo:

[ {]
X+t 4 %+ 5% =0

A ‘ oo 2
la ecuacidn caracteristica: k

sus raices: kl = -2 4+ i / k2 = -2 - 1

.. -2t
la solucién general es: x = e

_ Raices miltiples

Si una de las raices k, es miltiple, digamos de multiplicidad 4,

entonces no sdlo eki°t sera solucidn de la (1) sino también:

3 oy
t . ekit; £? | GKits t et



Ejemplo:

X -~3x +3x -x=20
la écuacién caracteristica: k° - 3k% + 3k - 1 = (k-1)3 = 0
tiene la raiz triple: Ky = ky = kg =1 pdr lo que la solucidn
general tendr& la forma:

- ) 2 t
X = (c1 + c, t + Cq t°) . e

Ecuaciones lineales no homogéneas:

Sea a; . X(n) tay . x(n—l)+...+an . X = 'I(x) . (w)

a coeficiente a. constantes.

La solucidn general de esta ecuacidn, con J;X) continua, es i- .
gudl a la suma de la solucidn general de la homogénea (1) corres-
pondiente y de cualquier solucidn particular x*(t) de la ecua-

cidn no homogénea (4) o sea: !

i=n ,
solucidn general: x (t) = 3 c, - e Kit 4 xx ()
. i=1 :

Ejemplo:
e ’

X +x =t , |

una solucidn particular inmediata es x (t) = t
@
la homogénea: x + x = 0
su ecuacidn caracteristica: k% + 1 = 0 ky = i/ ky, = -1 .

solucién general: x = ¢, .-cos t +c, . sen t

1

por 1o que la solucidn general de la ecuacidn no homogénea, sera:

X = (c1 . cos t + c, sen t) + t :
Veremos el caso en que {(x) gsea un polinomio de grado r:

I _ r r-1 _ .

(x) = Ag - t- + A . t | ..t A (A; = ctes) r

Si a, ? 0.3una solucién particular de la ecuacién (4) que tiene

también la forma de polinomio de grado r. . o

r-1
1 ¢ t +"'+Br (5)



Sustituyendo la (5) en (4) y comparando los coeficientes de i-

guales potencias de t en ambos miembros, se obtiene un sistema

de ecuaciones lineales que permite determinar los B; en funcidn
de los Ai. )

de donde se puede determinar B1 y asi sucesivamente.

Ejemplo:

«®
X+x='t2+t

la solucibén particular serd de la forma: x = By - t? + By . t

+ B, sustituyendo e igualando coeficientes de los términos de
igual grado respecto de t.

Obtendremos:

n: t
X _2 B0 + B1
[ ] ]
X = 2-B0 reemplazando:
2 BO + Bot2 + Blt = BQ = tz + t igualando coeficiente:
Boz]_ .
Bl:l
2B0+82:0 B2_:_2
Solucidn particular: x*(t) = t2 + t - 2

cl . cos t + 02 . sen t + t2 + t -

Solucidn general tx ()

Sistema de ecuaciones diferenciales lineales:

Un sistema de ecuaciones diferenciales, se llama lineal si es
lineal con respecto a todas las funciones desconocidas y a sus
derivadas.

~



------------------------------------------------ (6)

NN N N N N

we
N

1]
o
N
IS
b
=
+
u
[N}
N
b
N
+
+
o
N
o}

b
3

+
S
N
~~
t
~

n nl ° Xl n2 ° X2 “ e nn

este sistema es no homogéneo pues aparecen las [; (t) y a coe-
ficientes constantes.

Se puede escribir en forma vectorial

Donde:
X1 X fl ()
i} . fz (t)
2 . 2 '
X =] ! X = ' F= |,
1 1
- 1
] ]
X X, f; (t)
Son vectores columna o matrices n x 1
817 #42+--%1n
A =
a21 a22...a2n
n1 %n2 “hn
las soluciones del sistema (6), con las ‘i{ = 0, o sea el sis-

i
tema homogéneo, son del tipo:
. kt
_ kt, _ kty ... x_ = O( . e
Xy -(}a . ey %, —CK; . e n n

oonO(i = constantes. Sustituyendo en (6), dividiendo por ekt

y pasando al primer miembro, tendremos:

) lag, - k)& +oay, o<2 +"'+aln .o{n = q
(

) a ) -

| 21 X1 +(ay, - X Kt .tay Lo =0

_____________________ S (7)

N N



Para que este sistema de n ecuaciones lineales homogéneas con n
incdgnitas C(i (1 =1, 2, ... n) tenga solucidn no trivial, es

necesario y suficiente que el determinante del sistema (7) sea
igual a cero.

P21 (3 7 K- 3y )l g (8)
a4 a, ...(ann - k)

esta ecuacidn se llama caraete;istica. Si las raices k. de la:z
(8) son distintas, las sustitufmos en la (7) y determifiamos los
Galorésc((;) (i, i =1, 2 ... n) correspondientes, con lo que
tendremos n soluciones del sistema (6), homogéneo, de la forma:
. . X . : kit (2)_ ., (1) kit
Xil) =e(§l). o klt; Xél) =c<;1) e Y

donde el indice-superior sefiala (i = 1, 2 ... n)

N - ! . .
el namero de la solucidn, y el inferior, el de la funcaidn des-
conocida. :

Ejemplo:

xl = xl + 2 X,

b %, + 3 x

Nt NN N

Xy = 1 2
ecuacidn caracteristica: |1 - k 2 = k2 -4 kX -5=0
4 3 - k
sus raices: kl = 5; k2 =1

1 (1) 5t (1) 1 5t
x{ ) :c(:l A o(é ) . e

(2) = ox(2) -t (2) (2) -t
Xy =Xy - e s %, = 0(2 . B

y sustituyendo en el sistema original, tendremos:

o e 0o e o) 1 o



(b)

o(il)permanece arbltrarlo, por lo tanto:

NS0 R T ¢ 5

5t | PG
"1 1 3 Xo e’ 5 ¢ =y

= 2 c:L

(2) o<(2)

Para determinar los coeficientes 0{

) (2) _
se obtiene la ecuacidn 20(;2) + 20(2 -

(2)

de dondeo((Z) = C((z), el coeficiente ;" " permanece arbi-

trario, por consiguiente:

(2) _ “t . _(2) _ —t ()
X7 Tc, . e 3 X770 =~ e, . e 3 ¢, = O(l

la solucidn general es:

§ Xy = ¢ - 5t Cy o e"t Si las condicio- ( (0) = 5
( nes iniciales ¢ *1 0
_ 5t -t son: ) (0) = 10
2 X, = 2 cy e -c, . e ( % ) =
Reemplazando obtenemos ¢y = 53 c, = 0
5t 5t
e ' . e

por lo que Xy .7 5

Ecuaciones en diferencias finitas:

Dada una secuencia de puntos, igualmente separados, indexados por
k y que representan puntos temporales, y una fun01on real x (k),
una ecuacidn en diferencias finitas, es una ecuacidn que rela01o—
na los valores de x (k) con los de otros puntos.

Por ejempio:
x (k +3) / x (k+ 2)
La expresidén general del caso lineal homogéneo, seria:

a . x (k+tn) + a

R fg -x (Gt nDeoiiap . ox (1) +oag . x00=0 (8)

N

supondremos los a; = constantes.
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El orden de una ecuacidn en diferencias, es la diferencia entre

- >,
el mayor y el menor indice que aparece en la ecuacidn. En el caso
de (9) el orden es k +n - k = n.

Una solucidn de (9) es una funcidn x (k) que la satisfaga, o sea
que la reduzca a una identidad.

Tal como en el caso de ecuaciones diferenciales, aqui se deben dap

tantas condiciones iniciales del problema como el orden de la e-
.,

cuacidn. ,

Si tomamos el caso mis simple:
X (kt1) = » . x (k) / k = 0, 1, 2, ... (10)
seria equivalente al conjunto infinito de ecuaciones:

x (1) = (0)

T
x (2) = p
r

conociendo el valor iniecial x (0) = xO, podemos calcular por re-~
currencia todos los x (k):

x (1) = r XO
x (2) = . p xo = r2 . xO
x (3) = r3 x
la funcidn x (k) = pK reduce la ecuacidn (10) a una identidad:
xX<fL - rxX

por lo que es una solucidn. La solucibn general seri:

x (k) = ¢ . pX

Para resolver la (9) supondremos que las soluciones son de la for-
ma x (k) = lk, slendo una constante a calcular. Sustituyendo:

k+n k+n+1 k _
a . A ta 1. A taootag . A=
multiplicando por ;\_'k
n n-1 - ‘ '
ay A ta . teeota; L Atay =0 (11)
llamada ecuacidn caracteristica, que depende sdlo de A . las

raices de esta ecuacidn (11), se llaman valores caracteristicos

CAp Ags o+ Ap
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S5 todos.'son distintos, la solucidn general de la ecuacidén homo-
génea sera: :

- k k k
X (k) - Cl - Al + 02 ./\2 + . & 8 + cn - /,\n
Ejemplo 1:
x (k+2) - 3 . x (k+1) + 2 x (k) = 0
ecuacidn caracteristica: .X2 - 3A+2 =0
val. caracteristica t Ay =1 Ay =
solucidn general : x (k) = c, . 1% % o . oK = ol LoEs . K
1 2 1 2
) % (0) =0
Necesitamos 2 condiciones iniciales, sean (
) x (1) = 2
reemplazando:
x (0) = cq t e, = 0
x (1) = cy + 2 c, = 2
por lo que: c1 = = 2 3 Cy = 2
solucidn general: x (k) = 2 . ok o= 2, (2k - 1)

Sea ahora el caso de la ecuacidn lineal en diferencias, a coefi-
cientes constantes, pero no homogénea.

a, - x (kin) +a, 4 . X (k+n—15+...+a0 . x (k) = *r(k) (12)

que satisfaga un conjunto de n valores iniciales.

Primero se buscan n soluciones linealmente indepgndientes de la

correspondiente ecuacidn homogénea, o0 sea con 1f(k) = 0 y luego
una solucidn particular x* (k) de la (12) gque no necesariamente

debe satisfacer las condiciones iniciales.

La solucidn general sera:
x (k) = ¢4 « %xyq (k) + ... cp %, (k) + x* (k)
1a que deberd satisfacer las condiciones indiciales.
Segln sea la forma de la fftk), se podréd encontrar una solucidn

particular, en un modo similar a como hemos visto para las ecua-
cicnes diferenciales, suponiendo soluciones similares a la misma

(k).




>/
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Ejemplo 2:
x (ktl) ~r . x (k) = M de primer orden
(M = cte)
homogénea: x (k+1) - r . x (k) = 0

solucidn : x (k) = ¢ . rk

solucidn particular de la no homogénea. Probemos con x* (k) = P
constante.

Reemplazando:

_ _ _ _ M
P-rP—M_.P(l—r)-—M—-»P—ﬁ

solucidn valida si v # 1. Si la condicidn inicial es x (0) = 2,

la solucidn e: x (k) = ¢ . p< + T¥F

y x (0) = ¢ + Igf =2 o= o I¥F
x (k) = (2 - I¥_) Cr e I¥F

Ejemplo 3:v.

x (k+2) = 3 . x (k+1) + 2 x (k) = 3K

la homogénea fue resuelta en el ejemplo 1:

- k
x (k) = ¢y ta, . 2

probemos con x (k) = K . 3X para encontrar una solucidn particular:

k+2

K . (3 3, 3Kt L, gky L gk

multiplicando ambos miembros por 37K

K-(9~-9+2)=1 _,K=1/2
la solucidn general de la ecuacidn no homogénea, sera:

— k 1
x (k) = S c, . 20+ 7 3

k

los valores de Cq ¥ ¢, se obtendradn c on las dos condiciones ini-
ciales. '

En, general si la %}k) es un polinomio de grado m, se prueba con
un polinomio completo del mismo grado, si es una exponencial se
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prueba con otra de la misma base, multiplicada por una constan-
Ye. Lo mismo con funciones trigonométricas o logaritmicas.

Sistemas de ecuaciones en diferencias finitas

en forma general

(k+1) = agq - %y (k) + ag9 « ¥ (k)+...+a1 . X (x) (13)

._—...—_—__.——-..__...__———_———_.———.—__.___...-_.—__.-__.__—_...-—__—____—

Xy (k) + a o - %o (k)+...+an . X (x)

si -suponemos como solucidn:

' k
% (k) =y - A P (k) = 9(2 . Ak; xn(k)=°(n./.\k

y reemplazando en (13)

K+1 A‘ K K
dok N = a sy A e, o, A X

X =0 (15)

z(al‘l_)‘)o(l tag, - . tag, Ky
S
§an1 X1 a0 X oo * Qagy -A) o(n =0

Por ser un sistema homogéneo, para gque tenga solucidén, a més de

la trivial, el determinante de los coeficientes debe ser nulo. .
Encontrados los valores de X i, el caso se resuelve en forma simi-
lar al del sistema de ecuaciones diferenciales.




ANEXO 3

Dado el problema general del control

max. J

fTI (x, u, t) dt + F(x(T),T)
u(t) -

o

X

(0) = x°

(T) = x*

(o
I%

(x
1]
%

fut) ) €T
Aplicaremos el 'Principio de Optimalidad' para obtener una relacién
de recurrencia fundamental.

Suponiendé—que existe una solucidn al problema general del control:
J#* (x, t)

la funcidn de actuacidn dptima, es el valor maximizado del funcional
objetivo-para el problema que comienza en el estado inicial X en el
tiempo t.

J* (x +¢5§; t +4t) es la funcidn de actuacidn optimal para la segun-
da porcidn de la trayectoria optimal, comenzando en el estado

x t4x y en el tiempo t+At. la funcidn de actuacidn optimal en todo
el curso temporal (o, T) serd igu 1 a la suma Optima de las contribu-
ciones de las dos porciones del tiempo:

J* (x, t) = max I(x, ¥y, t)at + J% (x +Aax,t+41t) (2)
u .

que es la relacidn de recurrencia fundamental.

Desarrollando en serie de Taylor para representar

" (x +AX, t +4t) en el punto (x, t)

J#* (x +AX, t +4t) = J% (x, t) + dI%¥4x +3J%4at + ... (3)
X ot
siendo 9J% = é?J*, ATH, .. 3J*% . \ (%)
VX 3K, X, 2.9

!



Sustituyendo (3) en (2)

maX- l.I (}_{’ ll_, t) + J* ’ _ﬁ + J-"'. + s J '
u : ' t t

I

y haciendo At — o

lim ""‘_?5 = _}_::_= f ‘(g,‘.g_, t)
At-o aAt

tendremos: ]
_9J* = mix [I (x, u, t) +2 , 2J% . fi (X, u, t)
ot u(t) i=1 X
esta ecuacidn diferencial parcial, se llama ecuacidn de Bellman.

La condicidn de contorno asociada, es:

*(x(T), T) = F (x(T), T)

que establece que el valor de la funcidn optimal para el problema en

© £t <XT, es el valor de la funcidn final F ( -,-) para este estado y
tiempo.



ANEXO 4

(a)

El principio del maximo para diversas c

[

En el capitulo III 2.2., vimos aplicado el principio del méximo
de Pontryagin al caso en que son dadas las condiciones iniciales
de las variables de estado x(t )=x_, para un valor dado del tiem-

po t=to inicial y se da el tiempo final t=T.

Hay problemas en que la posicidn final del vector de estado x(T) estid

restringida de alguna manera. Se trata por ejemplo de los casos

" en que se busca alcanzar una meta en un planeamiento econdmico,

a un costo minimo, o asignar el agua de un embalse para generar
energia eléctrica a un costo minimo, siéndonos dadas la condicidn
inicial y final del agua embalsada. .

El PMP se puede extender a ese tipo de problemas, de control con

en el intervalo o=t T

x(t) = £ (x, W x=(Ry5 X500 0%)) (1)
con la dondicidn dinicial: x (o) = 3? ' (2)
con la restriccidn del control: u (t) € U (3)

restricciones de terminacidn: Xi(T)=X} Vi=l,2,...F r n (4)
T -

y el funcional objetivo: méx J=F(§(T))+d/&(§(t), u(t))at (5)
o .

Las condiciones (4) especifican los Valores de r x. para el
tiempo final, lo que geométricamente significa gue la trayecto-
ria solucidn tiene un origen dado x(o) y el punto final debe es-
“tar sobre una variedad (n-r) dimensional. Si r=n, nos dan enton-
ces como fijo el punto final x(T).

Daremos sdlo las condiciones en que se puede aplicar el PMP, pues
la prueba matemitica es muy compleja. (ver (13). Seleccionaremos
nuevamente un vector de n nuevas variables p (t).

En este caso cambiardn las condiciones dadas de contorno para p(t),
dado que algunas xi(T) estdn restringidas. Serd entonces pi(T)z
F(x(T)) V. rtl; v+2; ...n.

?)Xi

La regla general es que si x.(T) estd restringida, o sea nos im-
ponen un valor fijo, entonced p.(T) es libre y si Xi(T).es libre,
entonces pi(T) estd restringida: '

Y
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(b)

El teorema del mdximo, serd ahora:

dadas (1) (2) (3) (4) y (5) sean x* u* una solucidn Optima de es-
te problema, entonces existe una trayectorla adjunta p*(t)Z o,
tal que se satisfacen para x¥* u* p* las (1) (2) (3) (W) y

dp; _ -dH 4, 1, ... 1

dat dxi

siendo como en el caso visto en III 2.2.

CH =T (x,w +p; . £3 4Dy fyte..p - £ (6)

. la condicidn del maximo que asegura la existencia de x*(t) sera

entonces: ¥t o£t<T

H (p(H, x(t), u(t)) £ H(p(t), x(t), u*(t)) (7)

¥ u(t) EU o sea u*(t), también en este caso, maximiza el
hamiltoniano (86).

Problemas con tiempo terminal libre

En algunos problemas, scurxe: . que el tiempo final T, no es fi-
jo, puede variar, por lo que es otra variable desconocida, cuyo
valor serad seleccionado en modo que maximice la (5).

El problema se resuelve como en el caso anterior,agregando la con-

dicidn H (p(T), x(T), u(T))=o que permitird encontrar el valor
de T.

Interpretacidn de las variables de coestado

El PMP, como veremos en (c), se puede considerar como una genera-
lizacidn din&mica del método de. los multiplicadores de Lagrange,

y, tal como estos en el caso estdtico, las variables de coestado

Eﬁt), dan informacidn sobre la sensibilidad de la solucidn a va-

riaciones de los parametros.

Se da que: ¢ J*% = pf(o)

o sea que la bensibilidad del valor dptimo del funcional abjetivo
a los cambios en el estado inicial x(0), vienen dados por el vec-
tor p*(o).

Si una variable de coestado, por ej. p (t), se anula, entonces la

solucidn es insensible a los pequefios camblos en el valor inicial
de la variable de estado correspondiente.



») ~ Método de Lagrange, Programacidn dindmica vy el Principio del
' Maximo (8)

Consideremos el problema de control en la forma vista en anexo 3,
formula (1).

El método de Langrage aplicado a problemas de optimizacidn esté-
tica, consistia en introducir nuevas variablest: los multiplicado-
res de Lagrange, uno por cada restriccidn. Se definia la expre-
s1d6n lagrangiana L y 1la solucidn se encuentra en un punto de en-
silladura de:L,ma&ximizando respecto de las variables de estado o
decisidn y minimizando con respecto a los multiplicadores de
lagrange.

El PMP se puede considerar como una extensidn de este método. Las
restricciones son aquil las

f (x, w —_;5=o ost<T (1L

—

Se aflade entonces un vector fila de nuevas variables, una por ca-
da una de las n restricciones:

_p (1) = (pl(t)..'.pn(t‘)) (2)

Llamadas variables de coestado, funciones no nulas, continuas del
tiempo.

~

Se define ahora una lagrangiana, siendo el producto. en este caso
una -integral,

T
L = j{I(g, u, t) + P_.[f_(g, u) - g]}dt +F (x(T), T) (3)

O

Un punto de ensilladura de la L nos daria la solucidn ({E*,Ef})
serd un punto de'silla si: ' ~ ‘

L (u, p*) € L (u¥*, p*) <L (u¥*, p) (4)
la trayectoria de control u%*(t) resuelve el problema del control.
Por la segunda desigualdad (4)

T
/i(g"‘ - p) | £ (x*% . u*) - ;_("‘J}d‘t Lo

Q
que se cumple para toda {R(t)} continua,solamente si: -

o a's als J
&2’; = £ (&:x, ua'u)

Las ecuaciones del movimiento se satisfacen a lo largo de la tra-
yectoria dptima. -




Pero partiendo de la primera desigualdad (L)

. T )
J %y_"‘(t)} > J‘{g(t)} + /')13* [ £, w-xt] Jar
O

de modo que, para todas las trayectorias de control ig(t{f

que satisfacen las ecuaciones del movimiento:

J {g*(t)} > J‘{E(t)j

y, por lo tanto, {E*(t)} es la trayectoria dptima.

El valor optimo del funcional objetivo es entonces el valor
de la lagrangiana en el punto de ensilladura.

Programacidn diné&mica (P.D)

Tanto el PMP como la PD se aplican ambos al mismo tipo de proble-
ma de control.

En la PD se requiere resolver la ecuacidn de Bellman:

~dJ%= méx [I(x, u, t) + dJ* f (x, u)J (5)
0 u ox

empleando la funcidn de accidn dptima:

dJ* =
% E

La expresidn (5) es la funcidn hamiltoniana:

I(x, u, £)+ 3J% £ (x, wl= I(x, u, t)+p £lx, w) = H (x, u, £, t)

¥x
y la (5) se puede escribir:
- 3J* = max [PI(§} u, p, t)] (6)
ot u :

igual condicidn que el PMP.

La (6) con la u¥*,control que maximiza el hamlltonlano, nos da la
ecuacidn Hamllton Jacobi:

- 3J*% = H (x, u*, 9J%, t)

ot t

</




ANEXO 5 TEORIA DE LA DUALIDAD

En el capitulo II.4.3, se plantearon los programas duales en P.L. co-
concidos los primarios, sin indicar el origen matemdtico de los mis-

mos.

comprensidn, extendiéndose el cdlculo a mayores dimensiones, sin ma-

Haremos ese planteo para un caso de dimensidén limitada, para mejor
lyores dificultades.

Sea el problema primario de P.L.:

T g& = Cq Xqp e, %, - (1

‘con las restricciones:

—= (e agy ¥y % ¥ £ B
—= {87 31 X T A ¥ s B (2)
*?§g3 agy X tagy Xy s Dy

gxlg o Xy 20

para su resolucidn, aplicaremos las condiciones de Kuhn-Tucker (ane-.
xo 1, b), llamando,kl,AQ,.\3 a los multiplicadores de Langrange.

La Lagrangiana: L(x, A) = F# Ai(bl—gl)+ Az(bz—g2)+ fag(bs-ga)

L=cy %, *cyxy tAy (by —agy xy = ag, X))+ Ay(by - ayy Xy-a,y9)*

+ Ag(by — agy x5 - 8z, Xp) (3)

aplicando las (8) o las equivalentes (10) del citado anexo

9L _ ‘

X, C; - agq Ay - @yq Ay — agg Ag€o

oL _

X, Cy - AgAg ~ @ Ay - azp g0
A2 0 Ay » ©

y cambiando convenientemente de signos, tendremos

fiiagq Ay tay At a3y, Ag 2 <
(1)

i a5 Aq*ay Ag tazgy Ag 2o

NN NN N




En el mismo anexo se planteaban dos problemas duales:
primario: mix L(x, A) con?L >

% A7° x2o0 (5)
dual : min L(x, A) condL <o A 20 (6)
A 2%

el problema Erimario (5) maximiza L en funcidn de x,, X, tal co-
mo lo hemos planteado en (1) y (2) construyendo la }ag@anglana (3).

Al aplicar Kuhn-Tucker nos encontramos con nuevas funciones (4) de
restriccidn, pero en las variables A= (A AQ, AS).

Para mostrar claramente que se trata del programa dual en las varia-

bles 1, reordenemos la lagrangiana (3):
L= Agby +Agb, + Agby + xplegmagy Ay-apy A pmagy Agy,

Ty lep a1 Ag - ay; Ap - agy Ag) = GCAL Ags Ag) +

x4 (ci’— £ 0+ X, (02 —‘f2) t x3 (cy - £3) (7)
ordenada asi L, el problema dual consistiri en:

con las restricciones '(4). Aqui;xl, X, son los multiplicadores de
Lagrange del problema dual, uno por cada restricecibén (4).

El planteo general, en lenguaje vectorial sepd:

dados el vector columna: x=(x "T'Xn)T (T=transpuesta)
el vector columna: b = (bi-.-. % D

el vector fila: ¢ = (ci,,...cn)n
el vector fila: A = (Al,...)«n)
y la matriz A (a..) i=

. m j = n
ij ]
e indicando el producto escalar como: <., .» , sera:

problema primario: méx <c . x>

X ‘ - (8)
con A.xgb y x> o
problema dual : mineX . b>
2 (9)
con XA 2 c vy Azo

vemos que son definiciones simétricas.



B

Teorema

1) si x* y } son respectivamente soluciones admisibles del proble-
ma primario (8) y dual (9), entonces:

o . x> > < AF . D>

2) si el primario tiene una solucidén &ptima, también la tiene el
«dual.y viceversa, y ambos dan los.mismos valores a las funciones
objetivo.

3) siel prlmarlo tiene una solucidn no acotada, el dual no es fac-
tible y a la inversa.

4) Holgura.complementaria. Si x* y )A* son factibles para el primario
y el dual respectlvamente, entonces X*y .& son Optimos para am-
bos problemas, respectivamente, si y solo si:

clc -AX . xx> =o0

e




ANEXO 6 TEORIA DE SINGULARIDADES

(a)

Bifurcaciones, Atractores y Caos

En el capitulo V se han visto nociones elementales de la estabi-
lidad de sistemas, analizando en ese sentido el comportamiento
de las trayectorias en la vecindad de los puntos de equilibrio

o criticos. También se mostrd el comportamiento de trayectorias
en un entorno de los llamados ciclos limites, definiendo el res-
pectivo concepto de estabilidad.

Se trata en todos estos casos de anflisis cuantitativos que a-
nalizan, desde el punto de vista de la topologia, los comporta-
mientos estructurales locales y.globales como si se tratara de

un cuadro pintado sobre una superficie de goma. No nos interesa
que la goma se deforme, nos. interesa cualitativamente 1o que ocu-
rre en las cercanias de los puntos especiales o en los haces de
trayectorias.

Este enfogue es muy importante y tiene aplicaciones practicas,

. . . . . . ” ~
especialmente para ‘'dirigir y orientar' las soluclones numéricas
por computadora.

En los Gltimos diez a.quince afios, un grupo de investigadores,
siguiendo los camines marcados a .principios de siglo por Poincaré
y- Liapunov,investigaron sistemas muy complejos. Entre ellos, se.
destaca E.N. Lorenz, un meteordlogo y matemdtico, que modelizd
algunos de los comportamientos de un sistema meteoroldgico, con
un sistema de ecuaciones diferenciales que, pese a tratarse de

un sistema determinista, presentaba respuestas turbulentas y cua-
si-aleatorias.

Muchos sistemas din&micos deterministas tienen movimientos tan
complejos, con sus trayectorias 'moviéndose' en forma erratica

y turbulenta, gue resulta imposible toda prediccidn detallada pa-
ra tiempos grandes. En esos.casos se habla de caos y de comporta-
miento cadtico.

Pondremos de manifiesto con un ejemplo, cdmo una minima variacidn
de un parémetro en un sistema de ecuaciones diferenciales, puede
provocar cambios abruptos en el cuadro de trayectorias soluciones,
inclusive modificando la estabilidad estructural.

Ejemplo 1:

Xe
1
]
|
x

3
Sea 1 2 1

(
)
(¢ _
¥2 T T

siendo el parémetro a: -1<a <+1

Cuando a: -lgago las soluciones son tales que xl(t) y xz(t)_q>o




cuando t — o00.
Sin embargo para a: ©<asl al sistema tiene una solucidn perid-

dica Gnica P, cuyo periodo depende de a. Fn la fig. 1 vemos un
esquema de las soluciones para ambos casos:

X

5. /-

et ( _// ”

X

/.

[

I

oW
J

7
\N

foco estable : ) foco inestable

lor se produce un cambio sustancial del cuadro de trayectorias
solucidn. Observemos que si el sistema se modeliza para el caso
€n que realmente a = o, basta que sea a =€> o0 con £ tan pPeque-
no como se quiera, para que cambie totalmente el comportamiento
del mismo. Con a = o cualquiera sea el punto inicial xl(o) x2(o),

se tiende. siempre al valor (xl, x2)=(o, 0) y este punto se 1lama

atractor. Con a =£» 0 si el punto inicial estd en I s, alli se que-
da oscilando y si es un punto interior a termina (xl, x2) por

acercarse a I' tanto como se quiera,tomando un valor suficientemen-
te grande de t. Se dice también que I' es un atractor.
Ejemplo 2:

Consideremos ahora el caso del oscilador arménico amortiguado:

Xy + a Xy + Xy =0 azo xl(o) = X £ o Xl(O) f o

a = factor de amortiguacidn.

haciendo Xl = X5

e
1l
e
N
i
@]

;%4 (0)

1
1

-X5 -a . Xy ;x,(0) =0



cuya ecuacidn caracteristica nos da: -4 1 - o
' -1 -a -A
+ v 2
nos da A2+a}\+1=o con lo que Al,2= —a; a -4
y la solucidn:
3 Xt A2t
(xz(t)- cq-€ te,.e
)
t t
( _ Al A2
.)xl(t)— cq e t o, e
X A2

Los puntos criticos o de equilibrio se .obtienen haciendo
X)¥X,%0 O sea X,%0 X470

Se verifica que V¥a: o< a <2, el origen es un foco estable pues
los Ai son del tipo -atbi. Para azo el punto critico (o0,0), da-
do que 21=2ij32——21, es un centro.

Para a2, como A y'>\2 son <o, tendremos un nodo estable. (ver
cap. V).

Es decir que para todo. pasaje de un sistema o<a <2 al sistema
a=o ocurre una Pifurcacidn, en el sentido que se pierde la es-
tabilidad asintotica del origen.

Una pequefia perturbacidn cambia el cuadro de trayectorlas y de
estabilidad.

Atractores extrafios

En la topologia de sistemas dind&micos, es usual distinguir entre
un conjunto que es estable y un conjunto.que es un atractor. Un
conjunto invariante, cerrado S, se dird estable segln Liapunov
(V.2) si toda trayectoria permanece tan cerca de S como queramos,
tomando el origen de la misma suficientemente cercanoc a S. Ejem-
plo de S es una cualquiera de las curvas cerradas que envuelven
un nodo.

Diremos que un conjunto cerrado invariante [ .es:. un -atractor, si
para todo xo suficientemente cercano a I' , la trayectoria x(t)

Que pasa por x , tiende a T cuando t -» co. Es el caso del ciclo
limite I" del ejemplo 1.

Hasta hace unos diez afios, los {inicos atractores conocidos eran
los puntos critico o de equlllbrlo, estables, los ciclos limite

y los toros. En este Gltimo caso se trata de movimientos .qQue cons-
tan de dos oscilaciones 1ndepend1entes y se los llama movimien-
tos cua51perlod1cos Las drbitas se arrollan rodeando al toro.
Lorenz, al analizar las condiciones meteoroldgicas de la atmbsfe-
ra. obtuvo un sistema de tres crados de libertad que se comporta-
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(b)

conoce con el nombre de Lorenz, extrafio o cadtico.

El sistema es:

(dx = 0(y-x)

ydt

(

Jdy = r x -y - X 2 @ r, b o
(dt '

)

(dz =xy - b z

)dt

el origen x=y=z=0 es un punto critico. Si o< r< 1, es estable
y atractivo. En r=1 hay una bifurcacidn.

Resolviendo numé@ricamente, Lorenz encontrd el mecanismo bisi-
responsable del azar observado en el estudio del fluido. Dos &r-
bitas con condiciones iniciales prdximas, divergen réapidamente
de forma exponencial. En los atractores no cadticos las drbitas
vecinas siguen estando cerca y el comportamiento es predecible.
En un atractor extrafioc las érbitas se mezclan, sin entrecruzarse,

pues no pueden alejarse indefinidamente. (ver fig. 7 ).

Los sistemas cadticos generan azar por si mismos, sin necesidad
de influencias aleatorias externas.

Su comportamiento aleatorio se debe md&s que a la amplificacidn
de los errores y a la pérdida de la capacidad de predecir; se o-
rigina por la complejidad.de las. drbitas generadas.

Algunos investigadores dan una gran importancia epistemoldgica

al estudio de las soluciones cadticas de sistemas dinfmicos. La
verificacidén de una teoria consiste.en hacer predicciones y con-
trastarlas con los resultados de experimentos adecuados. Cuando
los fendmenos son cadticos, las predicciones a largo plazo resul-
tarian imposibles, por lo que la verificacién de las teorias de-
be basarse en propiedades geomédtricas y estadisticas, antes que
en la prediccidn,

Pese a lo dicho, nos parece importante sefialar que, a nuestro jui-
cio ,estos comportamientos de los modelos, se dan en gran medida
por verse obligados a usar sistemas de ecuaciones diferenciales
en los mismos. En el planteo de una ecuacidn diferencial se par-
te de relaciones de vecindad en entornos muy pequefios que luego
se hacen tender a cero. Los pequefios e inevitables errores e -i-
nexactitudes que aparecen en los parametros bésicos, debido a im-
precisiones de medicidn o conocimiento parcial, son amplificados
por el propio mecanismo diferencial, al crecer el tiempo t.

Teoria de catistrofes ((18))

La teoria de catdstrofes, es una nueva forma cualitativa de pen-
sar en el cambio, en un objeto o en el comportamiento de un sis-
tema.

El creador de la teoria es el profesor René Thom.., matemitico



puro con grandes conocimientos de algunas ramas de la fisica y
tuvo la inestimable colaboracidn de Christopher Zeeman.

Catéstrofe, llama Thom, a cualquier transicidn discontinua que
ocurre cuando un sistema puede tener méds de un estado estable ©
cuando puede seguir mds de un estado estable de cambio. La ca-
tédstrofe es el 'salto' de un estado a otro.

Thom demostrd que en cualquier sistema gobernado por un potencial
(como el campo eléctrico o gravitatorio), y en el cual el com-
portamiento esti determinado por no més de cuatro factores di-
ferentes, sblo son posibles siete tipos de discontinuidad cua-
litativamente diferentes. Esto significa que en tales sistemas,
sdlo hay siete maneras estructuralmente estables para que cambie
‘discontinuamente, o sea.pasando por estados de desequilibrio.

Las llamadas catastrofes elementales son las siete maneras de
que ocurran las transiciones discontinuas que suceden cuando un
sistema tiene mas de un estado estable.

Esto se suele ilustrar con graficos que muestran los estados es-
tables como lineas o superficies en un espacio de estados.

Mientras el sistema.ocupa un punto de esas superficies o lineas,
su trayectoria es continua, pero cuando lo abandona, es inesta-
ble, y debe regresar, generalmente a un. punto muy distante del
punto inicial. .

Los grédficos, permiten incorporar una buena cantidad de informa-
cidén sobre causas y efectos en un diagrama descriptivo y claro.
Estos gréficos pueden aplicarse como modelos, si su comportamien-
to se corresponde con algunos rasgos del sistema y generalmente,
su.estudio sugiere otros tipos de comportamiento menos obvios.

El grafico que utilizaremos tendrd una dimensidn o eje para ca-
da Ffactor de control que determine el comportamiento del siste-
ma que se analiza. Tendrd ademds uno o dos ejes (dimensiones)
para representar el comportamiento en si.

En el espacio definido por esas dimensiones, todo estado posible
de equilibrio, se representa por un punto Gnico. Un cambioc con-
tinuo en el comportamiento, aparece como un movimiento dentro

de la superficie, mientras que un cambio discontinuo aparece CO-
mo un movimiento que abandona la superficie. De las siete catés-
trofes elementales, elegiremos, por sus posibles aplicaciones,
la llamada en clispide. .

Este tipo de catédstrofe, aparece en sistemas cuyo comportamien-
to depende de dos factores de control y su representacidn es u-
na superficie curva con un doblez. Cada punto de esa superficie,
representa un estado de equilibrio. (fig. 2).
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Fig. 2

Todos los puntos de la cara inferior del doblez, son méximos i-
nestables. Todos los puntos a lo largo de la linea de pliegue,

-son puntos de inflexidn semi-estables. Todos los demls puntos

son minimos estables. Hay dos comportamientos posibles, uno en
la superficie superior y otro en la inferior del doblez. Este
comportamiento se denomina 'bimodal', o sea, las mismas combi-
naciones de los factores de control, permiten cualquiera de los
dos estados estables. En la figura vemos un caso de dos trayec-
torias prdéximas, que aumentando el factor de control, divergen
bues una queda en la superficie superior del doblez y otra se
dirige a la superficie inferior. Este es un cambio suave, no ca-
tastrdfico.

Hay también cambios discontinuos (fig. 3), los que ocurren cuan-

-«do un punto que se mueve a la derecha o a la izquierda, llega

al labio del doblez.



Catidoke

(mforfum sento

t Histérass I

Fig. 3

El sistema puede pasar sguavemente de a, a c, de a, a b y de b,

a e y volver, pero si el sistema estd en ¢ y aumenta el factor
2, el punto llega a d, el minimo estable se convierte en un pun-
to de inflexidén y el sistema salta a ¢, que es minimo estable.
Esta transicidn répida, es una catéstrofe.

Si una vez que el sistema estid en e, se disminuye el factor 2,
se traslada a f y luego salta catastréficamente a c.

Hemos visto que se puede pasar de c, a & suavemente O bien pasan-
do por una catéstrofe. Estandoren c, si aumentamos y disminuimos
convenientemente el factor 2, tendremos el ciclo de comportamien-
to, llamado histéresis, c-d-e-f-c, con dos partes suaves unidas
por dos catédstrofes. Se suele encontrar este ciclo en muchos sis-
temas dindmicos, desde circuitos electromagnéticos, hasta psi-
cosis maniaco-depresivas.




(c) Aplicaciones a la. sociologia, politica y economia

Ej'

1

Veremos un modelo puramente descriptivo de un sis-
tema social,de grandes grupos de personas en mo-
mentos CrlthOS de tensidn. (ejérecito, multitudes
etc.)

A}]..,qe-da orde nado

C‘lrado '
de oerden

(am)o/ddmu‘z  botsr denado

Fig. 4

El modelo en clispide de la fig. 4 nos ayudard a la
comprensidn del sistema.

Los factores de control son la cohesidn o sea la
tendencia de los individuos a identificarse con su
grupo y sus objetivos, y el nivel de peligro perci-
bido (real o supuesto).

a-b es el caso de un ejército bien instruido que
se coordina mds estrechamente, aun al aumentar el
peligro.

\
b-c-d puede representar el caso de disminucidn de
la cohesibdn, por ejemplo si algunos soldados huyen
del campo de batalla, siendo c-d el comportamiento
catéstrofico.

Una prediccidn de este modelo es: gque cuando el ni-
vel de peligro estd a punto de aumentar, inclusive
un pequefio aumento de la cohesidn, puede ser muy
importante.
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Se trata de un sistema de participacidn politi-
ca y control.

Usaremos como factores de control el grado de par-
ticipacidn popular y el grado de control politico
central (fig. 5). '

(@) Damocracia

Fig. b

Con el control central disminuido, un cambio en el
nivel de participacidn popular no produce revueltas
politicas. Pueden coexistir muchos partidos politi-
cos (a-c). '

Una evolucidn politica gradual, con un aumento del
control central, puede llevar o bien de una oligar-
quia a una dictadura (c-b) o de una democracia a
una dictadura del proletariado (a-e). Pero si el
control central es ya grande, es probable que un
aumento o una disminucidén pronunciada de la parti-
cipacidn popular, provogue una revolucidn (b-d-e)

o (e-f-b).

Inflacidn y expectativa

Se reconoce que la expectativa de futura inflacidn,
5s un factor importante en este sistema. Si un al-

to nivel de inflacidén es la norma, entonces los a-

salariados exigen salarios mé@s altos para compensar
el aumento esperado del costo de vida.
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Estos salarios mds altos, tienen a su vez un impac-
to inflacionario cuando los obtienen la mayor par-
te de los trabajadores.

Esto sugiere un modelo cualitativo de la inflacidn,
con dos factores de control: la tasa esperada de
inflacidn y el desempleo (fig. 6).

. —
) Alla-

f—
S (AT
74 de la farc
Fa < de i Dhcisn

= ZTaca redl

>

de intlacién

3:)/'.1

Fig. 6

Una politica antiinflacionaria, puede ser un au-
mento del desempleo y desanimar los aumentos de pre-
cios, (a-c-d). Un aumento del desempleo solamente,
produciria una ligera caida de la inflacidn (a-e).

Un entorno de (¢} ,corresponde a inflacidn con rece-
sidén. Salir de esta regidn a una de menor infla-
cibn, requiere un incremento del desempleo (e-f-g),
o preferiblemente un ligero incremento del desem-
pleo junto con efectivas medidas, dignas de crédi-
to, para reducir la inflacidn futura. (e-c).

El punto (c)es critico en el sentido que un incremen-
to en la inflacidn esperada en ese punto, puede te-

ner efectos divergentes sobre la tasa real de infla-
cidn. ~
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Solucidn numérica de la ecuacidén de Lorenz
proyectada en el plano x, z (@ =10; b=8/3;
r=28,0). (Corresponde al punto (a)l, pag. 4)

Fig. 7
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